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Vinkel v sin(v)l Vinkel v sin(v)ll Vinkel v sin(v)
0,00 0,00 30,00 0,50 60,00 0,87
1,00 0,02 31,00 0,52 61,00 0,87
2,00 0,03 32,00 0,53 62,00 0,88
3,00 0,05 33,00 0,54 63,00 0,89
4,00 0,07 34,00 0,56 64,00 0,90
5,00 0,09 35,00 0,57 65,00 0,91
6,00 0,10 36,00 0,99 66,00 0,91
7,00 0,12 37,00 0,60 67,00 0,92
8,00 0,14 38,00 0,62 68,00 0,93
9,00 0,16 39,00 0,63 69,00 0,93

10,00 0,17 40,00 0,64 70,00 0,94
11,00 0,19 41,00 0,66 71,00 0,95
12,00 0,21 42,00 0,67 72,00 0,95
13,00 0,23 43,00 0,68 73,00 0,96
14,00 0,24 44,00 0,69 74,00 0,96
15,00 0,26 45,00 0,71 75,00 0,97
16,00 0,28 46,00 0,72 76,00 0,97
17,00 0,29 47,00 0,73 77,00 0,97
18,00 0,31 48,00 0,74 78,00 0,98
19,00 0,33 49,00 0,75 79,00 0,98
20,00 0,34 50,00 0,77 80,00 0,98
21,00 0,36 51,00 0,78 81,00 0,99
22,00 0,37 52,00 0,79 82,00 0,99
23,00 0,39 53,00 0,80 83,00 0,99
24,00 0,41 54,00 0,81 84,00 0,99
25,00 0,42 55,00 0,82 85,00 1,00
26,00 0,44 56,00 0,83 86,00 1,00
27,00 0,45 57,00 0,84 87,00 1,00
28,00 0,47 58,00 0,85 88,00 1,00
29,00 0,48 59,00 0,86 89,00 1,00
30,00 0,50 60,00 0,87 90,00 1,00
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Introduktion

Trigonometri er studiet af trekanter. Grunden til at trekanten benyttes er, at den er en
meget enkel figur, hvori beregningerne er forholdsvis lette. Samtidig kan enhver polygon
(det betyder mangekant) opdeles i trekanter. Firkanten deles for eksempel af diagonalen i
to trekanter. I den forbindelse er det ved beregninger en stor hjelp at kunne benytte sig af
tabeller som korde- og sinustabeller.

De forste trigonometriske tabeller er ikke sinustabeller, men kordetabeller , som viser sam-
menhangen mellem centervinklens sterrelse og den tilsvarende kordeleengde. Disse
tabeller skyldes greekeren Hipparchos (190 fvt. - 120 fvt.), som benyttede dem i arbejdet
med at beskrive manens og solens bevagelser. Disse tabeller var dog et generelt middel til
at lose alle mulige trekantsopgaver.

Men vejen fra det antikke Graekenland til det moderne Europa blev lang. Studierne af
trekanterne fortsatte i Indien, hvor sinusfunktionen optraeder forste gang. Senere blev
studierne fortsat af araberne for endelig i 1500-tallet at komme tilbage til Europa.

Selvom geometrien ikke begynder med Euklids arbejder. s lad os starte med Euklid. I
arene omkring 300 fvt. systematiserede han den kendte viden om geometri: Han startede
med 23 definitioner i Bog I fra punkt, linje over vinkler og cirkler til den sidste om
parallelle linjer, han klargjorde sine forudsaetninger (aksiomer, grundseetninger der ikke
bevises) og almindelige begreber. Hvorefter seetning efter seetning vises og bevises.

Men lad os starte ikke med begyndelsen, men med et hurtigt hop til Bog VI, setningerne 4
og 5.






Ligedannede trekanter
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Trigonometri

Ensvinklede trekanter

Herover ses to ensvinklede trekanter. Det betyder, at for hver vinkel i den ene trekant findes
der en vinkel i den anden, der er praecis lige sa stor. For at preecisere hvilke vinkler, der er
lige store, har de faet samme udsmykning (1, 2 eller 3 buer) og til overflod her ogsa samme
farve.

For sadanne trekanter er der et fast forhold mellem tilsvarende sider, dvs.:

b
kzﬂ——lzﬁ eller
a b c
a,=k -a
b=k -b
c,=k -c

Det kan ogsa veere nyttigt at vide, at for trekanter geelder den omvendte saetning: At hvis
der er et fast storrelsesforfold mellem tilsvarende sider i to trekanter, sa er trekanterne
ensvinklede. (Jeevnfor Euklid, Bog VI, seetning 5.)

Figurer med ens vinkler og et fast storrelsesforhold mellem siderne kaldes ligedannede.



Ligedannede trekanter

Ovelse 1

* Euklid beskriver forholdet i Bog VI, seetning 4 som:
b_b

* Vis, at ligningerne her kan omkrives til ligningerne pa forrige side og omvendt.

Den typiske opgave

Ovelse 2

¢ Givet: Trekanterne er ensvinklede.
e Derfor findes der et fast korhold k mellem tilsvarende sider i de to trekanter.

* Beregn forholdet k og forklar, hvilke sideleengder der skal bruges til
beregningen.

* Beregn leengden af siden a; og forklar, hvilke tal der skal bruges til beregningen.

* Beregn leengden af siden c og forklar, hvilke tal der skal bruges til beregningen.




Trigonometri

Eksamensopgave med besvarelse
August 2009, opgave 1 (HF Matematik C)

Figuren viser to ensvinklede trekanter ABC og A;B;C;. Nogle af malene fremgar af figuren.

a) Bestem leengden af hver af siderne A;B; og AC.

10.2

Kommentar: Det skrives ikke direkte hvilke vinkler der er lige store, men bade ved

navngivning og farvelaegning af buer vises det indirekte.

Besvarelsen

1

10.2 17
Da trekanterne er ensvinklede, er de ogsa ligedannede. Der findes derfor en feelles forster-

relsesfaktor k, som geelder for alle par af sider, der svarer til hinanden.
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Ligedannede trekanter

1. Beregning af k
Siderne BC og B;C; svarer til hinanden, da de ligger over for lige store vinkler.

Laengderne betegnes |BC| =a og | B;C;| = a;. Derfor geelder for forsterrelsesfaktoren k:

="t og ved indseettelse af de oplyste tal:
a

_ 17
10,2

k

2. Beregn leengden af A;B,

Siderne AB og A;B; svarer til hinanden, da de ligger over for lige store vinkler. Idet de
tilsvarende leengder betegnes hhv. c og ¢; fas:
c,=k-c
17
10,2

og ved indseettelse af de kendte tal: c¢,= :5,7=9,50

|4, B,|=9.5
3. Beregn leengden af AC

Siderne AC og A;cC; svarer til hinanden, da de ligger over for lige store vinkler. Idet de
tilsvarende laengder betegnes hhv. b og b; fas (idet der nu skal findes en side i den lille
trekant) :

p=t
ok
og ved indseettelse af de kendte tal: 5=16,5: 11)72 = 16’51'710’2 =9,90
|4C|=9,9
Kommentarer

Bemaerk den obligatoriske tegning, som herer med i enhver geometriopgave. Bemaerk
ogsa den klare struktur, der opnds med minioverskrifter afsluttende med den fremhaevede
konklusion.

Undersog, om besvarelsen iovrigt lever op til de almindelig krav til besvarelser af
eksamensopgaver. (Jeevnfer side 2 i eksamensopgaverne og siderne 6-8 i
tp://uvmat.dk/skrift/Skriftlighed HFC/matCHFSkriftlighed.pdf.)

Ovelse 3

1. v digi at finde storrelsesforhold og sideleengder pa
https://www.geogebra.org/m/GchR7UVZ
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Sinusfunktionen

- Asin(wzx + @)
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Trigonometri

Om vinkler

olA

P = (0.985,

174)

'669\0.743)

0 02 04 06 08

0 02 04 06 08

0.2

v=10° v =48°
0.8
0.6
P = (-0.927, 0.375)

A

1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

0 02 04 06 08

v =158°

1 -0.8 -0.6 -0.

v=277°

-0.2
-0.2

0 02 04 06 08

P =(0.122, -0.993)

Som det ses pa de 4 figurer herover er der pa hver tegnet en (red) enhedscirkel: A= (0,0) er
centrum, radius = 1. Pa hver er der ogsa tegnet en vinkel med vinkelspidsen A og hojre ben
gennem B i x-aksens positive retning. Venstre ben gar gennem et vilkarligt punkt P pa
enhedscirklen (kaldet retningspunktet). Hvis P og B er ssmmenfaldende, kan vinklens
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Sinusfunktionen

storrelse angives som 0°. Hvis P bevager sig pa enhedscirklern mod uret vokser
vinkelstorrelsen og kan som figurerne viser fx antage vaerdierne 10°, 48°, 158° og 277°. Nar
P har beveget sig hele cirklen rundt og igen er sammenfaldende med B, kan vinklen
angives som 360°. Fortseettes drejningen ses, at retningspunktet vil veere det samme sted
for £x 10°, 370°, 730°, 1090° og 10° + n 360° (hvor n er et helt tal.) Bemeerk, at P ogsa kan
drejes med uret: i sa fald regnes vinklen som en negativ storrelse. Retningspunktet for 10°
er altsd det samme som retningspunktet for -350°. Det betyder altsa, at det omtalte n kan
veere positivt, 0 eller negativt.

I stedet for at bruge gradmalet som ovenfor, kan man bruge radianer. En vinkels storrelse
malt i radianer er lig med leengden af den tilsvarende cirkelbue pa enhedscirklen. En
vinkel pa 360° er altsd det samme som en vinkel pa 27t. Ogsa med dette mal vil vi som
ovenfor regne med negative vinkler og vinkler storre end 27t. Retningspunkterne for alle
vinklerne x + 2 n 1 (hvor n er et helt tal) er altsa sammenfaldende. Bemeerk, at ethvert reelt
tal er et radianmal for en eller anden vinkel!

Definition af sinusfunktionen

sin er en funktion fra R (de reelle tal) til [ -1, +1 ], hvor sin(x) er y-veerdien i
retningspunktet for vinklen med radianmalet x.

Herunder ses noget af grafen for denne funktion:

1

05

sin(x)

Standardtrekanter B

I en retvinklet trekant har siderne navne:
hypotenuse og kateter. Hypotenusen er siden
overfor den rette vinkel; kateterne er de to
andre (kortere) sider. Hvis én af de spidse
vinkler er markeret eller valgt, kan kateterne

betegnes i forhold til denne. Her er den A
\J hosliggende katete

hypotenuse

modstaende
katete

15



Trigonometri

spidse vinkel A valgt; derfor er BC den modstiende katete og AC den hosliggende katete.

I et retvinklet koordinatsystem tegnes en

cirkel med radius 1 og centrum i origo: //1—

A=(0,0). Vi veelger et tilfeeldigt punkt pd 4 o

cirkelperiferien i 1. kvadrant: B. Gennem ]

B tegnes en linje parallel med 2. aksen; 06 B
denne linje skeerer 1. akseni C."

A ABC er en retvinklet trekant og 0.4]

hypotenusen har leengden 1. Dette er et

eksempel pa en standardtrekant. 0-24

Hver gang vi har en tilfeeldig retvinklet 0LV -
trekant med en spids vinkel lige sa stor -0z |0 02 04 06 08 |1
som A, vil denne trekant veere ensvinklet 0.2

med den givne standardtrekant. (Overvej
det!) Det medferer, at den givne trekant er en forsterrelse eller en formindskelse af
standardtrekanten.

Eksempel

Antag, at der er givet en retvinklet
trekant med en spids vinkel v og at
hypotenusen har leengden 2. Lad os se
pa en standardtrekant med samme
spidse vinkel v. Da trekanterne er
ensvinklede, er den ene en forsterrelse af f 06
den anden. Forsterrelsesforholdet er k =
2/1 =2. Pa tegningen ses, at | BC| =0,6.

A ¢ C

Siden, der svarer til BC i den store trekant, har en leengde d = |EF|, hvor d =2-0,6=1,2.

Begrundelsen for at anvende standardtrekanter og sinustabeller

Ovelse 4

* Tegn en standardtrekant i enhedscirklen med A i origo, AC pa x-aksen og med B
som retningspunkt. Forklar hvorfor |BC| = sin(v).

Man kan ved hjeelp af oplysningerne om sterrelserne i én standardtrekant beregne alle
storrelser i alle retvinklede trekanter med samme spidse vinkel som standardtrekantens.

1 Om radius er 1 dm eller 5 cm eller 1 fod er underordnet; nar sterrelsen af radius er fastlagt, skal
alle leengder blot males med denne enhed.
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Da man har kendskab til storrelserne af de modstaende kateter i standardtrekanter med

Sinusfunktionen

alle mulige spidse vinkler (mellem 0° og 90°), kan man sa beregne de tilsvarende storrelser

i alle mulige retvinklede trekanter. Hvorledes storrelserne i standardtrekanterne evt. kan
findes ved en enkel afleesning pa tegningen, kan ses herunder:

v=60°
a =sin(60°) = 0,87

(ved afleesning)

1
0.8]
0.6]
0.4

0.2

A0

v

0.2

0.4

p = cos(v)

Ovelse 5

har leengden 1. (Hvorfor?)

spidse vinkel A).

* Tegn de tilsvarende trekanter for alle halvlinjerne.

¢ Resultaterne skrives i tabellen herunder:

* Pategningen kan ses ved maling / afleesning, at |P¢Cs | =0,87

* P4 et Ad-ark tegnes et koordinatsystem og en enhedscirkel med centrum i origo
(A) og radius 1 - som vist overfor. (Koordinatsystemet er et seedvanligt retvinklet
koordinatsystem, hvor enheden pa akserne har samme leengde: fx 10 cm.)

* 1. kvadrant tegnes nu halvlinjer fra A, som danner vinklerne 10°, 20°, 30°, 40°,
50°, 60°, 70° og 80° med 1. aksen. (Benyt vinkelmaler.)

* Disse halvlinjer skeerer enhedscirklen i punkter, der kaldes P; , P, osv. Gennem
P; tegnes en linje parallel med 2. aksen; denne linje skeerer 1. aksen i C;. Herover
er vist en af halvlinjerne med de tilsvarende punkter Ps og Cs .

*  Bemeerk, at A APsCs er en standardtrekant, da den er retvinklet og hypotenusen

* For hver trekant méles leengden af den modstaende katete (i forhold til den

Vinkel

10

20 B0 40

50

60

70

80

Laengde af modstiende katete

0,87
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Trigonometri

Sammenheengen mellem vinklerne og de tilsvarende kateteleengder er en del af sinusfunk-
tionen , hvor definitionsmaengden er reduceret til intervallet ] 0°, 90° [. (Regnes der med
radianer svarer det til intervallet ] 0, 7/2 [.) Sammenheengen mellem kateteleengderne og

vinklerne, hvor vinklerne er den afheengige variable, er den omvendte funktion: sin ™.

Ovelse 6

* Lad der veere givet en retvinklet trekant med hypotenuseleengden 5 og en spids
vinkel pa 60°. Vi skal finde leengden af den modstdende katete.

o Tegn den givne trekant og standardtrekanten ved siden af hinanden
o Beregn forstorrelsesfaktoren

o Marker med farve de to kateter i de to trekanter, der er modstaende i forhold
til vinklerne pa 60°.

o Du kender leengden af en katete i den ene trekant: skriv leengden pa
tegningen.

o Hvorledes kan du nu finde leengden af den tilsvarende katete i den anden
trekant? Gor det!

o Kunne du ogsa have fundet leengden af den umaerkede katete i
standardtrekanten? Hvordan?

* Lad der veere givet en ny retvinklet trekant med en spids vinkel pa 60° og hvor
leengden af den modstaende katete er 6,7. Vi skal finde leengden af denne
trekants hypotenuse.

o Tegn den givne trekant og standardtrekanten ved siden af hinanden
o Beregn forstorrelsesfaktoren

o Marker med farve de to hypotenuser i de to trekanter. Skriv leengden pa den
kendte.

o Beregn leengden af den ukendte hypotenuse.

* Lad der veere givet nok en ny retvinklet trekant med ukendte spidse vinkler. Til
gengeeld vides, at hypotenusen har leengden 10 og den ene katete har leengden 5.
Vi skal finde storrelsen af den spidse vinkel overfor den kendte katete.

o Tegn den givne trekant og standardtrekanten ved siden af hinanden
o Beregn forstorrelsesfaktoren

o Beregn leengden af kateten i standardtrekanten, der svarer til den kendte
katete.

o Find vinklen!

18



Sinusfunktionen

Bemaerkning

Som du kan se, har du kunnet lose alle opgaverne med hjeelp fra din tabel pa side 15. Den
kan naturligvis ikke bruges altid, fordi der kun er medtaget fa vinkler og fordi resultaterne
ved maling / afleesning ikke altid er nejagtige nok. Pa forsiden kan du se en mere
fuldsteendig tabel; resultaterne der er ogsa sa nejagtige, som det er muligt med det givne
antal decimaler.

Tabellen der er en sinustabel: at finde funktionsveerdierne ved maling, er naturligvis kun en
nedlesning; der findes forskellige beregningsmetoder til at finde tabellens veaerdier, som vi
ikke kommer ind pa her. Din lommeregner kan for enhver vinkel v finde den tilsvarende
funktionsveerdi: sin(v), og og ogsad omvendt: kendes = sin(v), findes v som v = sin™ (t).

Definitioner og seetninger

Definition af cosinusfunktionen

cos er en funktion fra R (de reelle tal) til [ -1, +1 ], hvor cos(x) er x-veerdien i
retningspunktet for vinklen med radianmalet x.

Ovelse 7

* Tegn en standardtrekant i enhedscirklen med A i origo, AC pa x-aksen og med B
som retningspunkt. Forklar hvorfor |ACI = cos(v).

Sceething

Lad x og v veere hhv. radianmal og
gradmal for den samme vinkel. Sa er:

_po— Y . .
F=VE= e T . Sinus- og cosinus-

funktionen defineret som en funktion
af vinklen og funktionsveerdien er

uafheengig af det benyttede vinkelmal. hypotenuse
(hyp)

Saetning: mk = hyp-sin(v)

modstaende

I en retvinklet trekant, hvor en spids B katete (mk)

vinkel v° har sterrelsen v°, den

tilsvarende modstaende katete har 1
leengden mk og hypotenusen har

leengden hyp, geelder D

mk = hyp - sin(v)
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Trigonometri

Bevis

o

Der er givet en tilfeeldig retvinklet trekant DEF, hvor den spidse vinkel v har sterrelsen v
(fx 63,69°).

Denne trekant er ensvinklet med en standardtrekant, der ogsa har en spids vinkel af
storrelse v°, idet den tredje vinkel bliver den samme i de to trekanter pa grund af 180°-
reglen.

Derfor er trekanterne ligedannede; skalafaktoren k beregnes ved hjeelp af siderne overfor
den rette vinkel som k = hyp / 1 = hyp; da siderne med leengderne mk og sin(A) ligger
overfor vinkler med den samme storrelse, nemlig v° fas seetningen:

mk =k - sin(A) = hyp - sin(v°) .

Scetning: hk = hyp-cos(v)

I en retvinklet trekant, hvor en spids vinkel har storrelsen v°, den tilsvarende hosliggende
katete har leengden hk og hypotenusen har leengden hyp, geelder

hk =hyp - cos(v)

Beviset for denne saetning er helt tilsvarende det forrige bevis.

Definition: tan(A)

tan(A) [leeses: tangens til A], hvor A er en spids vinkel, defineres som tan (4 )= (S:;I;((‘j )) 2
Sceetning: tan (v)zm—k

hk
Nar v er en spids vinkel i en retvinklet trekant, geelder tan (v)=’Z_ll§

Bevis
Nar v er en spids vinkel i en retvinklet trekant, geelder hhv.

mk=hyp -sin(v) og hk=hyp-cos(v) ifelge vore setninger (se lige ovenover).
Heraf ses:

mk _ hyp -sin(v) _sin(v) _ . o O
hk hyp -cos (v) T oS (v) =tan (v) idet omskrivningerne geelder 1) pa grund af
seetningerne ovenover, 2) fordi hyp kan forkortes veek, 3) og endelig pa grund af

definitionen.

2 Abehgver ikke at vaere en spids vinkel. Definitionen kan udvides til alle vinkler med undtagelse af de
vinkler, hvor cos(x) = 0. Dvs. DM(tan) = R\ {x|x=mt/2+n 7}, hvor n igen er et helt tal.
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Retvinklede trekanter

Pythagoras saetning

For enhver retvinklet trekant gaelder:
kvadratet pa hypotenusen er lig med summen af kateternes kvadrater.

Bemeerkninger

¢ Kvadratet pa hypotenusen kan betyde:
o arealet af det kvadrat, der har hypotenusen som side
o eller arealets storrelse (dvs. et tal), der fas som leengden af hypotenusen i anden
+ Kaldes leengderne hyp, k; og k, fas:  hyp’=k; +k;
 Ofte gengives seetningen (idet der som eksempel benyttes AABC) som ¢’=a’+b’
* Beviset for seetningen findes i Euklids Bog I, seetning 47.

Den omvendte saetning (af Pythagoras seetning)

Nar kvadratet pa en af siderne i en trekant er lig summen af kvadraterne pa trekantens to
andre sider, er den vinkel, der indesluttes af trekantens to andre sider, ret.

Bemeerkninger
* Beviset for setningen findes i Euklids Bog I, seetning 48.

Opgaver om retvinklede trekanter

Eksempel I: kendt spids vinkel og hypotenuse

Givet en retvinklet trekant med hypotenusen 5 og en spids vinkel pa 30°. Beregn de to
manglende sider.

Besvarelse
(Tegn selv en skitse, pafer de oplyste mal)
Da trekanten er retvinklet, benyttes seetningen: mk =hyp -sin (v)
De oplyste tal indseettes:
mk=5-sin(30°)=5-0,5=2,5
mk=2,5



Trigonometri

Ovelse 8

* Ferdigger eksemplet, idet du forst beregner den manglende vinkel og benytter
samme metode og opstilling igen. (Husk altid at tegne figuren i trigonometri-

opgaver.)

Eksempel II: kendt spids vinkel og modstdende katete

Givet en retvinklet trekant med modstdende katete pa 0,8 og en spids vinkel pa 30°.
Beregn de to manglende sider.

Besvarelse
Forst findes hypotenusen. (Tegn selv en skitse, pafor de oplyste mal)
Da trekanten er retvinklet, benyttes seetningen: mk =hyp -sin (v)

De oplyste tal indseettes:

0,8=hyp +sin(30°) e tim=hyp e gs=hyp = 1,6 =hyp
hyp=1,6

velse 9

* Den manglende katete kan beregnes som i forrige ovelse. Gor det. (Husk altid at

tegne figuren i trigonometriopgaver.)

Eksempel III: kendt katete og hypotenuse

Givet en retvinklet trekant, hvor hypotenusen har leengden 20 og den modstaende katete
har leengden 3, skal den spidse vinkel findes.

Besvarelse

(Tegn selv en skitse, pafer de oplyste mal)
Da trekanten er retvinklet, benyttes setningen:

mk =hyp -sin (v)
De oplyste tal indseettes:
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3=20-sin(v)e
3 20-sin(v)
—_—— L &
20 20

i=sin(v)(:>
20

sin_l(;—o)zsin_l(sin(v))(:>
8,62° =v &
v=28,62°

v=8,6°°

Bemaerkning

sin er en voksende funktion af vinkelsterrelsen for de spidse vinkler i den retvinklede
trekant. Derfor er der kun en lesning til ligningen, vi netop loste.

Hvis du ser pa tabellen, der indleder heeftet, er der to kolonner: en for vinkler og en for
sinus-verdier. Tabellen kan laeses begge veje: Kender du vinklen, starter du i 1. kolonne,
kender du sinus-veerdien, starter du i 2. kolonne og gar tilbage til 1. kolonne. At ga tilbage
(til vinklen) i sinustabellen skrives: sin™.

Antag, at du ved sin(v) = 0,6561. Du skal finde den hertil svarende vinkel.

Lesning

I tabellen findes i sinuskolonnen tallet 0,6561 — eller det tal, der kommer neermest. Ud for
det star vinklen 41°. Det er den sggte vinkel. Eller mere preecist: Storrelsen af den sogte
vinkel. Lesningen beskrives saledes:

sin(v) =0,6561 &  v=sin"(0,6561) <
v=41°
Alternativ lesning

Tabeller er ikke den bedste metode til at lose opgaven. Indtil for knap 30-40 ar siden var
det metoden, men i dag benyttes lommeregnere.

P& lommeregneren indtastes en sekvens som
[2nd] [sin] ( 0,6561 ) [enter]

eller 0,6561 [inv] [sin]

eller noget tredje.

Laes manualen til lommeregneren.!

3 Bemeerk, at det er hensigtsmeessigt at undlade at regne med afrundede decimalbroker og at udskyde
anvendelsen af lommeregneren indtil det endelige resultat kan udregnes ved én tastesekvens.
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Eksempel IV: kendte kateter

Givet en retvinklet trekant, hvor den modstaende katete har leengden 3 og den
hosliggende har leengden 5, beregnes de to spidse vinkler.

Besvarelse
(Tegn selv en skitse, pafer de oplyste mal)
Da trekanten er retvinklet, benyttes seetningen: tan (v):’Z—;CC

De oplyste tal indseettes:
3

tan(v)==o

5
tan”'(tan(v))=tan"' (%)@
v=30,96° <
v=31,0°

v =231,0°

Den sidste vinkel findes nemt med 180-graders reglen.

@velser for én eller et par

velse 10

* Los trekantsopgaver som de ovenstaende. Folg linket:
https://www.geogebra.org/m/GchR7UVZ
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Eksamensopgave med besvarelse
December 2010, opgave 1 (HF Matematik C)

A b= 11.1 c

Figuren viser en retvinklet trekant ABC. Nogle af trekantens mal fremgar af figuren.

a) Bestem vinkel A.

Besvarelsen
Da trekanten er retvinklet, geelder det, at hk=hyp -cos(v)
Ved benyttelse af tegningens betegnelser fas b=c -cos(4)

og ved indseettelse af af de oplyste tal:

11,1=12,7 -cos (A4 )=

11,1 12,7 -cos(A)
= =

12,7 12,7

11,1
12,7
o' 1LL
12,7
29,07 =4

=cos(4)e

=cos '(cos(4)]=

ZA=29,1°
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Model

Ofte mader du en opgave med et eksempel fra "det virkelige liv". Den kunne veere
formuleret saledes:

"Bestem solhgjden (dvs. vinklen mellem vandret plan og en sigtelinje til solen) nar Peter,
der maler 1,80 m kaster en 2,30 m lang skygge pa jorden."

Besvarelse

Vi formulerer en matematisk model ved at indfere nogle forenklende
antagelser:

Peter kan beskrives ved et lodret linjestykke med leengden 1,80, hans
skygge ved et vandret linjestykke med leengden 2,30.

De to linjestykker er benene i en ret vinkel med spids "under Peters
fodder." Modellen er sa sammenhaengen mellem virkeligheden ogden
matematiske beskrivelse. Her er den sidste sa en geometrisk figur, som
ses pa tegninen herunder.

Opgaven er at finde vinklen \C

B.
Da de to kateter kendes i
den retvinklede trekant, benyttes seetningen 1.8
mk
t =
an (v) n
Heri indseettes de kendte storrelser: A B
1,80
tan (B )= 230 o 23
_ 1/ 1,80
tan”'(t =tan'| >~
an ( an(B)) an (2’30)@)
p=38,04°

Dvs. at solhgjden (8) er 38,0°

26



Skaevvinklede trekanter

%
>
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Sinusrelationerne

Sceetning om sinusrelationerne
b c

. S . , a_ _ _
Lad der vare givet en vilkarlig trekant ABC. Sa geelder: sin(4) sin(B) sin(C)

Bevis

Idéen i beviset er: at beregne en hgjde to
gange og dermed kunne opstille en ligning,
der kan omskrives til (en del af)
sinusrelationerne.

Beregningerne er en smule forskellige af-
heengig af, om fodpunktet for hejden fra B
ligger mellem A og C eller ej. I forste omgang
forudseettes det, at vinklerne A og C er spid-
se; de andre tilfeelde behandles som
tilfajelser.

Hojden h (eller mere preecist: h; ) fra B til b
tegnes. Kald hgjdens fodpunkt H. Dermed er
der dannet to retvinklede trekanter: ABH (rod)
og CBH (bla).

Seetningen mk=hyp -sin(v) geelder i begge de to retvinklede trekanter, da de er
retvinklede. I begge er 1 den modstdende katete til hhv. vinkel A og vinkel C

Ved indseetning af trekantens betegnelser ses:

h=c -sin(A)
h=a -sin(C)

Da h er den samme i de to ligninger, fas:

a sin(C)=c sin(4)e
asin(C) ¢ sin(4) o
sin(4) -sin(C) sin(4) -sin(C)

sin(A):sin(C)

I ligningen er det tilladt at dividere med sin(A) og sin(C), da ingen af dem kan vaere nul i
en egentlig trekant. At der kan forkortes som vist, er trivielt.

Dermed er sinusrelationerne delvist bevist (i dette tilfeelde). For at vise, at den sidste brok
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er lige s stor som de to andre, deles trekanten af én af de andre hejder, fx den fra C. Sa
kan det pa tilsvarende vis bevises, at

a b

sin(4) sin(B)

Sammenholdes de to ligninger, ses at alle tre broker er lige store — og dermed er sinusrela-
tionerne bevist i dette tilfeelde.

Men hvis trekantens ene vinkel er stump, falder
hgjdens fodpunkt ikke pa linjestykket b. Vi har
dog som for: h=c -sin(4) , men itrekant BCH
(nu violet) er den spidse vinkel ikke C, men

supplementvinklen. Derfor fas:
h=a-sin(180°—C)

Da der altid geelder, at
sin(v)=sin(180°—v) , fas:
h=a -sin(C)

og beviset fortsaetter som for.

Den tredje og sidste mulighed er, at én af
vinklerne er ret, fx vinkel C. Men i sa fald
geelder ogsd, at h=a=a-1=a-sin(90°)=a -sin(C) , hvorefter resten af beviset igen kan
gentages!

2. arealseetning

Arealet T af en trekant er det halve produkt af to sideleengder og sinus til den
mellemliggende vinkel. (Fx 7=0,5 b -c sin(4) )

Bevis

Da trekantens areal kan beregnes som

fas ved indseetning af g =b og h = ¢ sin(A):
T:% eller

_b-c -sin(A4)

T
2
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Cosinusrelationerne

Lad der veere givet en vilkarlig trekant ABC. Sa geelder: a’=b>+c’~2b -c -cos(4) og
2 2 2
cos (4 )=b_|2_bﬂ samt tilsvarende formler for de gvrige sterrelser. *
c

Bevis

Idéen i beviset er: at beregne kvadratet pa
hgjden to gange og dermed kunne opstille
en ligning, der kan omskrives til
cosinusrelationerne.

Beregningerne er en smule forskellige af-
heengig af, om fodpunktet for hejden fra B
ligger mellem A og C eller ¢j. I forste omgang
forudseettes det, at vinklerne A og C er spid-
se; de andre tilfeelde behandles som tilfgjel-
sefr.

Hojden £ (eller mere preecist: i, ) fra B til b
tegnes. Kald hejdens fodpunkt H. Dermed er
der dannet to retvinklede trekanter: ABH (rod)
og CBH (bla).

Lad x = | AH | hvoraf felger: b-x =I| HC|. Pytagoras setning ( ki+k;=hyp’ ) geelder i begge
trekanterne (da de er retvinklede) og ved indseetning af trekanternes betegnelser fas hhv.:

I trekant ABH: h'+x’=c’eh'=c"—x"
I trekant CBH: h*+(b—x)=a’oh’'=a’—(b—x)’
Da h er ens i begge trekanter, bliver ligningernes hejresider ens:

a—(b—x)=c"-x"o
a=c’—x’+(b—x) e
a’=c’-x’+b’+x’-2bxe
a’=c’+b’-2bxe
a’=c’+b’=2bccos(A4)
Omskrivningerne fas ved: 1) at addere (b—x)’ pa begge sider af lighedstegnet, 2) at

benytte 2. kvadratseetning, 3) reduktion og 4) anvendelse af hk=hyp -cos(v) i trekant
ABH.

4 Bemeerk, at det i alle varianter af formlen geelder, at der er tale om to sider og den mellemliggende
vinkel for at beregne den tredje side.

30



Skeevvinklede trekanter

Hermed er forste del bevist. 2. del fas ved at isolere cos(A) i ligningen. Dette overlades til
leeseren.

I tilfeeldet, hvor vinkel C er stump, kaldes
|AH| igen x, men nu er |HCI| = x-b.

Det ses, at vi far de samme ligninger som for
ved beregning af /%, fordi (x—-b)=(b—x)’

Derfor geelder cosinusrelationerne ogsa i dette
tilfeelde.

I tilfeeldet, hvor vinkel A er stump (som det ses
herunder), kaldes |AH| igen x, men nu er
|[HC| = x+b.

Ved anvendelse af Pythagoras seetning fas:
Itrekant ABH: h’+x’=c’eh’=c’—x°
I trekant CBH:
PH(b+xV=a'eh=da"—(b+x)
Ligningen bliver derfor:
a—(b+x)=c"-x'o
a’=b+c’+2bx e
a’=b"+c"+2bccos(180°—A4) =
a’=b"+c*—2bccos(A)

Som for er der adderet, brugt kvadratseetning og reduceret. Videre benyttes, at den spidse
vinkel i trekant ABH er supplementvinklen til A. Endelig benyttes, at cos til en vinkel og
cos til dennes supplementvinkel har modsat fortegn.

Resultatet er, at i alle de viste tilfaelde geelder den samme formel. Det overlades til leeseren
at vise, at det ogsa geelder nar vinkel A eller C er en ret vinkel.

Opgaver om skeevvinklede trekanter

For at finde de manglende storrelser i en trekant, skal man have 3 storrelser oplyst som for
eksempel 2 vinkler og én side. Den eneste kombination, der ikke er tilstreekkelig, er 3
vinkler. Selvom man kan tegne figuren, kan man ikke give den én bestemt (rigtig)
storrelse. I virkeligheden var den 3. vinkel heller ikke en ny, tredje oplysning; den kan jo
beregnes med 180°-reglen.
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Eksempel I: SSS (tre sider kendte)

I trekanten ABC er de tre sideleengder
4,5 og 6 kendte. Opgaven er at beregne
vinklerne.

Besvarelse

Cosinusrelationerne geelder i alle
trekanter; da vi vil finde en vinkel,
benyttes formlen

2 2 2
_a+b —c s

C
cos(C) a0
De kendte tal indseettes:
2,2 2 5
cos(C)z%@
_16+25-36
cos(C)—740 <
cos(C)=i@
40
1

ZC=82,_8"°

Ovelse 11

+ Find de to sidste vinkler pd samme made. Sammenlign med tegningens
oplysninger.

Eksempel II: SVS (to sider kendte samt den mellemliggende vinkel)

I trekanten er de to sideleengder 5 og 6 kendte samt storrelsen pa den mellemliggende
vinkel: 55°. Opgaven er i forste omgang at beregne a.

5 Nar du skal huske formlen, kan du bemeerke at siden c svarer til vinklen C, og at den har en
seerstatus: modsat fortegn i teeller og ikke med i naevner.
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Besvarelse

Cosinusrelationerne geelder i alle trekanter; da vi vil finde a benyttes formlen
c’=a’+b’ =2 -a -b-cos(C) som omskrives, fordi den kendte vinkel er A og den

side, der skal beregnes, er a: B
a’=b"+c"—2 b -c-cos(4)
De kendte tal indseettes:

a’=5"4+6"-2-5-6-cos(55°)=
a’=25+36-60-cos(55°)=
a’=61-60-cos(55°)=
a=(61-60-cos(55°)) =

a=5,2

(Bemeerk, at ligningens negative
losning — 5,2 kan der ses bort fra, da a
er en leengde.) A

Dvelse 12

* Beregn de manglende vinkler (Obs.: tegningen er facitliste!)

* Beregn vinkelsummen

Eksempel III: VSV (to vinkler kendte samt den mellemliggende side)

I trekanten er sideleengden 5 kendt sammen med vinklerne pa 55° og 48° grader.

B
Opgaven er at beregne den sidste

vinkel og de manglende sider.

Besvarelse

180-graders reglen geelder i alle
trekanter: Derfor fas:

/ B=180°-<£ A—/ C
De kendte tal indseettes:
/ B=180°-55°-48°<

ZB=T7°
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Sinusrelationerne geelder i alle trekanter; da vi vil finde a benyttes formlen
a __ b
sin(4) sin(B)
De kendte tal indsaettes:

a _ 5 o
sin(55°) sin(77°)

_5 'sin(55°)©
sin(77°)

a=4,2

Ovelse 13
* Beregn den manglende side (Obs.: tegningen er facitliste!)

* Antag, at det ikke var den mellemliggende side, der var kendt, men i stedet ¢ =
3,81. Beregn de manglende 3 storrelser i dette tilfeelde.

Eksempel IV: VSS (hvor en vinkel og en hosliggende og en modstdende side
er kendt)

I trekanten her er ZA =55° a=4,3 og b =5 de kendte storrelser. Opgaven er at finde de

manglende 3 storrelser i en trekant, der opfylder disse betingelser. Bemeerk, at i denne
opgavetype er der ingen lgsning, hvis a er for kort; forseg evt. med a = 3,9. a skal

kunne na fra C over til vinkel A's venstre vinkelben.

Pa tegningen er der vist 2 trekanter, som svar pa opgaven: Begge opfylder de opstillede
betingelser. Det er der ikke altid: Hvis a > b, hvis a =b eller hvis a lige akkurat kan na
vinkel A's venstre ben, er der praecis én losning.

Besvarelse

Sinusrelationerne geelder i alle trekanter; da vi vil finde /B benyttes formlen

sin(A):sin(B)
a b

De kendte tal indsaettes:

sin(55°)_sin(B)@
43 5
sin (55°) -5
4,3

=sin(B) e
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«4B=723° v «B=107,7°

(idet du bemeerker, at sin(v) = sin(180° -v). For hver af disse vinkler kan findes lesninger
for vinklen C og siden c.

Ovelse 14

* Beregn vinklerne C; og C, og de tilsvarende sider. (Obs.: tegningen er facitliste!)

Ovelse 15
Ovelser

* Los trekantsopgaver som de ovenstadende. Folg linket:
https://www.geogebra.org/m/z3fcjeH3

Eksamensopgave med besvarelse

22. maj 2015, opgave 11 (Matematik A , stx)

I en trekant ABC er‘AB| =13. Midtpunktet af siden 4C benavnes M, og det oplyses, at
|AM|=7og |BM|=9.

A M C

a) Bestem vinkel 4, og bestem omkredsen af trekant ABC.

b) Bestem leengden af hgjden fra B.
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Besvarelse
Nogle af malene i trekant ABC er oplyst og pafert nedenstaende skitse, hvor M er
midtpunktet af siden AC.

a. Beregning af vinkel A

Vinklen beregnes med cosinusrelationerne
(som geelder i enhver trekant) i trekant ABM:

L bPm*—at
ZA=cos | ———=| . 13

2-b-m

De kendte tal indseettes:

Z/A=cos

7°+13°—-9° C
W)@’
ZA=41,2°
b. Beregning af omkredsen
Da M er midtpunkt pa AC, er |AC| =2 IMCI=14.
Med cosinusrelationerne - nu i trekant ABC - beregnes a:
a’=b"+c—2-b-c-cos(4) .
De kendte tal indseettes:
a’=14"+13-2 14 -13 -cos(41,2°)=
a’=91,0=
a=9,5
Omkredsen O=a+b+c; tallene indseettes:

0=9,5+14+13=36,5=
0=36,5

Omkredsen =36,5
c. Hojden beregnes

Lad H veere fodpunktet for hejden F, fra B. Hojden er da den modstdende katete i forhold
til vinkel A i den retvinklede trekant ABH. Den kan beregnes med formlen: mk =hyp-sin(v)
(der geelder i alle retvinklede trekanter); de kendte tal indseettes:

h,=13-sin(41,2°)=8,6

Hojdens leengde = 8,6
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Danmarkskort

Geometri betyder "jordmaling" og resultaterne benyttes bl.a. til at tegne kort. Kort er og
var vigtige. Formalet med at have dem kunne fx vere at finde vej eller at fastleegge skel
mellem ejendomme eller at beregne ejendommes storrelse. I Danmark skyldes de aeldste
kort optegnelser gjort af Ptolemaeus fra Alexandria ca. 200 EVT.

Selve kortene er dog tegnet vaesentligt senere. Begge er baseret pa blot 13 malepunkter
samt beskrivende notater.
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til hojre trykt 1477.

Et lidt senere (og nojagtigere) kort er dette over Hven fra Tycho Brahes tid , som du kan
sammenligne med et moderne turistkort. Opmalingen fandt sted omkring 1578.
Forbedringen skyldes bade, at der anvendes flere malepunkter og forbedringer af
maleinstrumenterne.
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Johannes Mejers kort

Nogle af de forste forste gode kort i Danmark og hertugdemmerne skyldes Johannes
Mejer fra Husum. Han tegnede en lang raekke kort: forst for hertugen pa Gottorp,
Friedrich 3. og senere for den danske konge, Christian 4. Han havde studeret matematik i




Trigonometri

Kebenhavn, som dengang bl.a inkluderede astronomi, landmaling og kartografi. I midten
af 1600-tallet var hans kort ubestridt blandt de bedste, og det vedblev de med at veere i en
lang periode. Pa bagsiden af dette heefte ses en detalje fra et af hans senderjyske kort
(1648). Bemaerk detaljerigdommen og fx angivelsen af verdenshjornerne, som indirekte
forteeller en del kulturhistorie.

Trianguleringen i Danmark

Blandt de mange kort, der blev tegnet for 1700-tallet, var der et ulest problem: at fa lokale
kort til at haenge rigtigt sammen med andre lokale kort. Problemet bestod dels i, at
uundgaelige smafejl ville blive summeret op ved sammentegning af mange kort, men
veerre: at de enkelte malebordsblade krympede en smule efter at veere fjernet fra
malebordet.

Forst sd sent som i 1764 startede Thomas Bugge ° en opmaling, hvor hele landet blev delt
ind i trekanter, som skabte et net til at placere lokale kort korrekt. Teknikken var: Bugge
startede med en omhyggelig opmaling af én side i den forste trekant (basislinjen). Derefter
malte han vinklerne i de to trekantshjerner ved basislinjen: dvs. vinklen mellem basislinjen
og en sigtelinje til det tredje punkt. Sa kunne alle sider og vinkler bestemmes i denne for-
ste trekant med 180-gradersreglen og sinusrelationerne. Fra de beregnede sider i trekanten

Ballerup Tinghgj

Rundetarn
gjeTastrup

Brendbyhgj
Triangulering (Bugges forste trekanter)
Basislinjen er den bli (omhygggeligt opmilte) linje fra Tinghej til Brondbye Hoj. Alle ovrige

(sorte) afstande er beregnet ved hjeelp af vinklerne og basislinjen. Fra de nye punkter arbejdes der
videre pd trekantsnettet over Ballerup, Olstykke ... til det fierne Jylland.

6 http://www.geomat.dk/landmaaling/kildetekster/pdf/Triangulering.pdf
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Danmarkskort

kunne man arbejde sig videre og opmale nye trekanter udelukkende ved at bestemme
vinkler. Sdledes blev hele Danmark daekket af et net af trekanter, der kunne bruges til
korrekt placering af de kort, der deekkede et mindre omrade. De lokale kort, der deekkede
et areal pa ca. 6,3 km x 9,4 km, udfertes som milebordsblade - se beskrivelsen senere i dette
kapitel. Med trianguleringen kunne der nu tegnes et Danmarkskort, hvor de lokale kort
kunne indplaceres korrekt. For endnu bedre at kunne indplacere lokalkortene rigtigt, blev
der samtidigt med opmalingen af trekanternes hjorner ogsa opmalt vigtige punkter som fx
kirker.

Selvom arbejdet hurtigt kan skitseres, var det en enorm indsats, det tog over et halvt
arhundrede at fuldfere. Arbejdedet lettedes af, at instrumenterne til opmaling af vinkler
var blevet meget nojagtige, og at man ved hjeelp af sinuselationerne kunne beregne
afstandene ret ngjagtigt. S& man var ganske vist fri for det meget besveerlige og
arbejdskreevende arbejde med at opmale afstande med undtagelse af basislinjen og nogle
fa verifikationsafstande, men mange opmalinger af den samme vinkel, besveerlig
transport, tunge beregninger osv. tog sin tid.

Ved samlingen af kortene blev mulestokken sendret fra 1:20.000 til 1:120.000. Dertil
benyttedes et tegneteknisk redskab: en pantograf, som kan ses her:

http://ressources.univlemans.fr/AccesLibre/UM/Pedago/physique/02/meca/pentographe.html

Malebordsblade

Samtidigt med trianguleringen blev landet opmalt og tegnet pa madlebordsblade. Det var
meget detaljerede kort i malestokken 1:20.000. De fik en ganske lang levetid under for-
skellige myndigheder. Ihvertfald solgtes de stadig i boghandlen efter 1970 som fx M 2108
Finderup, opmalt 1877, rettet 1954, trykt i Kobenhavn 1964 ved Geodeetisk Institut.

Det var teknikken ved fremstillingen, der gav dem navn. En lidt forenklet gengivelse af
denne er: Man benyttede et bord, hvor det kommende kort blev fastgjort. 2 punkter
(hvorfra der var en vis udsigt) A og B i naturen blev udvalgt, afstanden mellem dem malt,
og punkterne overfort til kortet med en tilsvarende (meget mindre) afstand mellem de
tegnede punkter: lad os kalde dem A; og B;.

Bordet blev sa stillet op: forst ved fx A med kortets A; preecist over A og linjen A;B; 1 lige
over en del af AB.

Andre punkter i landskabet blev lagt ind ved at tegne sigtelinjer fra A; (A) pa papiret
sigtende fx mod et kirkespir K. Nar et passende antal sigtelinjer mod vigtige punkter var
indlagt, blev bordet flyttet til B med B, lige ovenover og igen A;B; liggende over en del af
AB. Nar der sa herfra blev tegnet en sigtelinje mod K var der dannet to ligedannede
trekanter: ABK i naturen og A;B;K; pa kortet. Med tilpas mange stottepunkter kunne den
rutinerede kartograf indtegne ovrige detaljer pa fri hand.
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Trigonometri

Herunder er vist det rektanguleere malebord efter at det er flyttet. I positionen, hvor A; 1&
over A (og B; 1a over punktet i naturen markeret B;), blev den bla sigtelinje tegnet.

Efter flytningen tegnes sa en ny sigtelinje, og K;'s position findes i skeeringspunktet.

40



Oversigt

Du har leert

Hvad sinus, cosinus og tangens betyder

Hyvilke saetninger der geelder i den retvinklede trekant, og hvorledes nogle af disse
saetninger bevises

Hvorledes du benytter dem til at beregne storrelser i den retvinklede trekant

Hvorledes du benytter sinusrelationer, cosinusrelationer og andre formler til at
beregne sideleengder, vinkelstorrelser og arealer i skaevvinklede trekanter

Hvorledes du formulerer en geometrisk model af virkeligheden og at modellen
ikke er virkeligheden

Hvorledes Danmark blev kortlagt
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