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Forside: Daniel (og Kristian) demonstrerer "kreefternes parallelogram".

Bemarkninger om tegningen og notation: Vektorerne er v, w, og w,. GeoGebra (som
tegningen er lavet med) viser her vektorernes koordinater som reekkevektorer (pa
tegninger med Vis navn og vaerdi.) Normalt foretraekkes sgjlevektorer, som GeoGebra
viser vektorerne i algebravinduet.

Mht. notation: vektorer navngives her i teksten ofte med danske bogstaver som a og b eller
u, v, w .... For at markere, at der er tale om vektorer benyttes enten fed skrift (v) eller
markering med en overliggende pil( v ).
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Vektorrum

Du husker forhabentlig, at der findes nogle regler for, hvorledes man regner med tal. Men
vi har egentlig ikke diskuteret grundlaget for disse regler. Det vil vi komme lidt neermere
ind pa i det felgende som et grundlg for at arbejde med vektorer. Vi vil starte med at
definere et legeme, som du kender to eksempler pé: de reelle tal og de rationale tal.'

Definition af et legeme

Et legeme er en meenge L, hvor der er defineret to regneoperationer: addition og
multiplikation og hvor der geelder nedenstaende aksiomer:

1. Va,beL:a+beL (Dvs.atved addition dannes der et element, der tilhorer L)
Va,beL:aXbeL ?(og tilsvarende for multiplikation)
Va,beL:a+b=b+a (Denkommutative lov for addition)
Va,beL:aXb=bXa (Denkommutative lov for multiplikation)
Va,b,c€L:(a+b)+c=a+(b+c) (Den associative lov for addition)
Va,b,ceEL:(axb)Xc=axX(bXc) (Den associative lov for multiplikation)
d0el:VaeLl:a+0=a (Der findes et nul-element i legemet L)
dlel:Vael:aX1=a (Der findes et et-element i legemet L)

X *® N o O Bk N

VaeL:3dbeL:a+b=0 (bkaldes det modsatte element og skrives ofte (-a)

—_
=

VaeL\{0}:IbEL:axXb=1 (bkaldes det reciprokke element og skrives ofte (a?)
11. Va,b,c€L:aX(b+c)=axb+axc (Den distributive lov)

Med udgangspunkt i disse aksiomer kan vi for de to naevnte eksempler pa legemer udlede
alle de seedvanlige regneregler. Herunder seetninger der siger, at et legeme har preecis et
nul-element og et et-element og for hvert element preecist et modsat element og et
reciprokt element (med den naevnte undtagelse.)

Ovelse 1

* Vis, at derietlegeme kun er et nulelement 0, (Tip: start med 0,=0,+0, ..),
hvor 0, eretandet nulelement. Beregningen skal vise, at 0,=0,

* Vis, at der i et legeme for hvert element a ikke eksisterer flere modsatte
elementer som b, og b, .(Tip:startmed b,=b+0=b+(a+b,).. )

1 For en bedre og grundigere beskrivelse: Se Paul R, Halmos: Finite-Dimensional Vector Spaces,
(https://archive.org/stream/HalmosP.R.FiniteDimensional VectorSpaces.SpringerVerlag205s)

2 Der er brugt et andet multiplikationstegn end saedvanligt for at signalere, at bdde addition og
multiplikation defineres specielt for hvert legeme. For de to neevnte eksempler pa legemer virker addition
og multiplikation som seedvanligt.
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Det modsatte element af (a + b)

Bemeerk, at (2 + b) er et element i legemet; vi onsker at finde det modsatte element til dette.
Som seedvanlig kaldes det modsatte element det samme, men med et foranstillet
minustegn: -(a + b).

Pastanden, som bevises herunder er: -(a + b) = (-a)+(-b). Vi vil vise, at (a + b) og (-a)+(-b) er
modsatte elementer ved at vise, at deres sum er 0. Selvom beviset bliver lidt omsteendeligt,
benyttes kun aksiomerne i bevisfarelsen.

(a+b)+((—a)+(—=b)) = Her er udtrykket, vi vil vise er 0 (nul).
Opfat den rede parentes som 2 elementer,
hele den gronne som et element.

a+(b+((—a)+(=b))) = Vi benytter den associative lov for addition

a+(b+((=b)+(—a))) = Sa benyttes den kommutative lov for
addition

a +( (b+ (—b)) + (—a )) = Og igen benyttes den associative lov for
addition pa de tre gronne elementer

a+(0+(—a)) = Selvfelgelig er b +(-b) =0

a -I-( (—a ) + 0) = Igen benyttes den kommutative lov for
addition

a —I—(—a) =0 Forst benyttes, at 0 er et nul-element og
dernzest, at a og (-a) er modsatte elementer.

Sprogbrug

Nar man adderer sterrelserne a og (-b) vil det kunne skrives som a+(—b)=a—b ;vi
siger, at vi subtraherer b.

Tilsvarende ved multiplikation med den reciprokke til b: a Xb'== ;v siger, at vi

a
b

dividerer med b.

Ovelse 2
« Vis,at Va,beL\0}:(axb) '=(a"'x b
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Ovelse 3
* Vis, at de kendte brokregler geelder:
Hvordan man multiplicerer en brok med et tal

Hvordan man forleenger en brok

1.
2.
3. Hvordan man multiplicerer en brgk med en brek
4. Hvordan man dividerer en brok med et tal

5.

Hvordan man dividerer en brgk med en breok

Dvelse 4
* Lad os studere et meget specielt legeme, som kun har de to elementer: 0 og 1.

* Forst skal du bestemme, hvorledes resultaterne af addition er: Fx 0+0, 1+0 osv
Udfyld tabellen her (og benyt aksiomerne). Der kun en rigtig mulighed i hver

celle:
Summer

0 1

0

1

» Tilsvarende opgave for produkter:

Produkter
0 1

0

1

* Nar de to tabeller er udfyldte, skal du kontrollere, at alle aksiomerne er opfyldte

Ovelse 5
* Enudfordring

o Samme slags opgave som i gvelse 4, men nu er der 3 elementer: 0, 1 og a.
Kan du finde alle 9 summer og alle 9 produkter? Er der en eller flere
losninger?
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Nar vi skal arbejde med vektorer er det vigtigt at kende ovenstdende grundlag, da flere af
de seetninger, vi beviser, benytter aksiomer eller seetninger geeldende for det benyttede
legeme.

I et vektorrum benyttes to forskellige slags elementer: vektorer (1, v, w) som er elementer i
V og skalarer (g, b) som er elementer i det benyttede legeme. I fremstillingen her skrives
vektorer med fed skrift eller med en pil over betegnelsen: u = i . De vektorrum, der
behandles her, har alle en endelig dimension (se definitionen senere.)

Definition af et vektorrum

Et vektorrum over et legeme L er en maengde V med to regneoperationer: vektoraddition og
multiplikation af vektor med skalar ° Elementerne i L kaldes skalarer og i V vektorer. For
vektorrummet geelder de nedenstadende aksiomer.

1. Yu,veEV:u+veV (Dvs. atved vektoraddition dannes der et element, der
tilherer V)

2. Yu,veV:u+v=v+u (Denkommutative lov for vektoraddition)

3. Vu,v,weV:(i+v)+w=u+(v+Ww) (Den associative lov for vektoraddition)

4. F0eV:VieV:i+0=i (Der findes en nulvektor)

5. V#eV:3AVeV:i+v=0 (Der findes en modsat vektor; V=—1u )

6. V(a,u)ELXV:au€V (Produkt af en skalar og en vektor er en vektor i
meengden V)

7. Vla,b,i)€ELXLXV:a(bii)=(ab)ii (En associativ regel, hvor der pa venstre

side er to multiplikationer af skalar og vektor, mens der pa hgjre side bade er en
multiplikation i legemet og en multiplikation af skalar og vektor.)

8. YueV:lu=u (Multiplikation med skalaren 1)
9. V(a u, §)€L>< VXV :a(ﬁ-l-;) =au+av (En distributiv regel for additioni V)
10. V(a,b,u)ELXLXV :(a+b)i=au+biui (En distributiv regel for addition i L)

Om notation herunder: En meengde { ii; }er en endelig meengde af vektorer, evt. tom.

7

Zi i, er sa summen af disse vektorer. Hvis meengden er tom, er summen nulvektoren.

Bemeerk, at subtraktion ikke er defineret, men kan indferes som: u—v=1u-+ (—3) . Med
denne definition og i kraft af (2) og (3) far felgende udtryk mening: u—v+w+x

3 Selvom vi - desveerre meget forvirrende - ogsé her benytter addition og multiplikation og sadgar benytter
samme tegn (eller underforstar dem), er det forskellige operationer atheengig af, om det er vektorer eller
skalarer eller skalar og vektor, der benyttes i beregningen. Og bemeerk: regneoperationerne atheenger
ogsa af, hvordan vektorrummet er defineret. I de vektorrum, du skal kende, kommer der yderligere to
andre former for produkter til for at gore det endnu mere forvirrende.
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Definition: Lineeer afhaengighed og uafhaengighed

En meengde af vektorer { i, }er lineaert afheengige, hvis der eksisterer en tilsvarende

1

meengde { a, } af skalarer, hvor ikke alle er nul, siledes at Zi a,ii=0 .

Men hvis det geelder for { i, }at Zi a,i,=0 medferer, at a,.=0 for alle i, kaldes

meengden af vektorer linezert uafhengige. (Dette geelder ogsa den tomme meengde.)
Definition; Linearkombination

ﬁzzi a,ii; kaldes en linearkombination af { i, }.

Scetning om lineeer afhaengighed

Meaengden { i ...1, } (hvor ingen er nulvektoren) er linezert afhaengige, hvis og kun hvis:

Jke(2 = Z au,
Bevis
Antag at { i,...,i, }erlinecert aftheengige. Sa eksisterer der et forste k, siledes at
{ .. u, }er lmeaert afhaengige.

Savil a,if,+..+a,7,=0 for passende valg af skalarer. Ydermere vil a,#0 ;ellers ville
dette a, ikke veere "forste skalar". Men sa kan i, letisoleres iligningen.

Antag omvendt: Jke(2 U= Z a,u, ;safelger umiddelbart, at maengden af de

forste k vektorer er lineaert afhaeng1ge. Da{ i,,..i#, }indeholder de forste k vektorer
(altsa en linecert atheengig delmeengde), bliver { i/, ...7, } ogsa linecert atheengig.

Sceetninger
1. Der eksisterer kun en nulvektor
Antag, at der findes mere end en: 0,0g0,

0,=0,+0,=0,+0,=0,

Ovelse 6
e Vigtigt:

o Her og i de folgende seetninger bor du notere, hvilke seetninger / aksiomer

der er benyttet ved omskrivningerne.
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2. Enhver vektor #€V har kun en modsat vektor: —u

Lad # have flere modsatte elementer: Vv, o0gV,

=~
Il

U, 4+0=7,+(ii+v,)=(7,+)+ v,=0+7,=,+0=7,

Den kommutative lov for addition af vektorer - oga for 0

[€Y)
Sl O
ae
<y
<

+
=Y
Il
=)
+
o
Il
S|

4. —0=0 Det modsatte element til nulvektoren
_H=—0+0=0

5. k-0=0 Produktet af en skalar med nulvektoren er nulvektoren
k -i=k (ii+0)=k i+k 0=k -0=0

6. 0-=0 Produktet af skalaren 0 med en vilkarlig vektor er nulvektoren
i=1-71=(1+0) -i=1-G+0 %=u+0 =0 %=0

7. (-1)i=-7% Den modsatte vektor kan findes som produkt af -1 og vektoren

(=1) -ai=(=1) a+0=(=1) w+(@+(=a))=((-1) @+a) +(~ii) =

I =((=
(=1) G+1 -0)+(=a)=(=1+1) G +(=0)=0 G+(—-2)=0+(—it)=—%
8. k-i=0=k=0Vi=0 Nulregel I

1. Viskal vise, at er et produkt af en skalar og en vektor nulvektoren, er mindst en
af faktorerne nul / nulvektor. Vi viser, at er produktet nulvektoren, kan de to
faktorer ikke begge vaere forskellige fra nul / nulvektoren.

2. Antag, at k#0Ak =0

9. k-i=0ek=0vi=0 Nulregel II
Denne seetning er blot en sammenfatning afsetningerne 5, 6 og 8..
10. 3+(

+(

—7)=% Addition af differens

=3)=3+E+(=) =7 H(=P)+3)=(F+(=7)) +F=0+3=%

=i

<
><¢
Il

10
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Definition: span

Lad der vere give en maengde af vektorer: (i} ), ...,u,] ; ved udspendingen af denne
meengde forstds meengden af alle teenkelige vektorer, der kan laves som linearkombina-

-

tioner af disse. Denne meengde kaldes span (i, if, ..., i),}

Definition: Basis i vektorrum

En basis i et vektorrum er en maengde af linezert uafheengige vektorer {if, i, ..., ,} fra V.
som udspeender hele vektorrummet V.

Entydighedsscetningen

For enhver vektor # iV med basis {1, ...,u,| kan vektoren skrives som en unik

m

n
linearkombination af basisvektorerne: =, a,ii, .
i=1

Bevis

Antag, at der fandtes en anden linearkombination = Z b,u, .Ved subtraktion findes
i=1

n

0= z (a,—b,)ii, , men da basisvektorerne er linezert uaftheengige, er alle skalarerne
i=1

(a,—b,)=0 , og dermed er der ikke en anden linearkombination.

Sceetning om udvidelse til en basis

Lad V vaere et vektorrum og {v, v, ...,v,| en vilkérlig maengde af lineeert uatheengige
vektorer. Hvis denne meengde ikke allerede udger en basis, kan den udvides med
vektor(er) indtil den udger en basis.

Bevis

Vi udvider den givne meengde med vektorerne i en basis: {V| V, ...,V &, i, ...,i7,] .Dade
forste vektorer kan skrives som linearkombinationer af basisvektorerne, er vektorerne i
den udvidede maengde linezert atheengige. Med seetningen om Linezer afheengighed (se
side 9) findes den forste vektor, der kan skrives som en linearkombination af de forega-
ende vektorer. Det ma nedvendigvis vere en af vektorerne fra den tilfgjede basis (da de
forste var lineeert uafhaengige.) Den fjernes fra maengden. Bemaerk, at den nye maengde
stadig udspeender hele vektorrummet. (Begrund det!) Hvis den nye meengdes vektorer er
linezert uafhaengige er vi feerdige og har fundet en basis. Ellers gentages proceduren indtil

vi star med en basis.

11
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Dimensionssaetningen
Enhver basis i vektorrummet V indeholder det samme antal basisvektorer.

Saetningen kan bevises pa en made, der ligner det foregaende bevis.

Dimensionsdefinitionen

Dimensionen af et vektorrum er lig med antallet af vektorer i en basis for vektorrummet.

Om det n-dimensionale koordinatvektorrum

Talpar som (-2, 5), taltripler som (1,2,5) og taltupler (-2, 8, 6, ..., 13) er alle eksempler pa
koordinatvektorer. Hvis tallene ( eller koordinaterne) som her er reelle tal, kaldes
vektorrummet R"=RXRXR...RXR . Ofte skrives vektorerne som sgjler, men her er der i
mange tilfeelde valgt at skrive dem som raekker (af pladshensyn.).

Det 2-dimensionale koordinatvektorrum

I dette tilfeelde defineres sum af vektorer og produkt af skalar og vektor, og der vises, at
IR’ er et vektorrum. Du kan selv kopiere fremgangsmaden og vise det tilsvarende i det
n-dimensionale vektorrum.

Som legeme benyttes R og som koordinater (dvs. tallene i talparrene) elementer fra R ,
dvs. reelle tal. Vektorerne i koordinatvektorrummet er fx. i, veR® , og de kan skrives:

n=|" og V= Vil
U, V)

Definitioner

u, n v, u,+v,

1. Sum af vektorer: #u+v=

u, v, u,+v,

2. Produkt af skalar og vektor: a -ii=a ‘(u1)=(a 'ul)

3. Nulvektor: 0= (8 )

4. Det modsatte element til ﬁz(ul) er —ﬁz(_ul)

Ovelse 7

* Vis med disse definitioner, at alle aksiomerne for vektorrum er opfyldt. (Jeevnfer
side 8). Gor det meget detaljeret og noter, hvilke seetninger, du benytter.

12
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Definition af bijektion

En bijektion T er en funktion, hvor to forskellige elementer i definitionsmaengden altid har
forskellige funktionsveerdier (er injektiv), og hvor veerdimeengden for T udger hele den
meengde, der afbildes pa (er surjektiv).

Definition af isomorfe vektorrum

To vektorrum V; og V, over samme legeme kaldes isomorfe, hvis der findes en bijektion T
fra V; til V,, som opfylder nedenstdende betingelse for vilkarlige vektorer #i,VvEV, og
vilkarlige skalarer a,b€L :

T(aii+bv)=aT (i)+bT (V)

Sceetning om isomorfe vektorrum
Ethvert n-dimensionalt vektorrum V over et legeme L er isomorft med L"

Bemeerkning: I denne fremstilling vil man neesten altid benytte legemet R .

Bevis

Lad der vere givet en vilkarlig basis: {a, i, ...,1,] iV.En vilkarlig vektor kan s skrives
som en linearkombination af disse, hvor skalarerne er entydigt bestemt:

n
”ZZ a;u;
i=1

Definer T ved T(")z(a1 ,a ) fas
(OH/H'BV) ((OL a1+B 1)u|+-"+(a an+B bn) _;)z(a a, B'bl a an+B bn):
(0 -a,,. a,)+(B by ....p-b,)=(a-a,...0-a,)+(B b, ... b, )= (a,,...a,)+p (b, )=

hvilket giver isomorfien med definitionerne side 12.

Bevis (n=2)
Lad os tydeliggore det med tilfeeldet n=2.

Lad [, &,] vereenbasisog ii=a, i ,+a, i, , V=b, 1,+b, i,

b,
b,

Vi vil nu vise, at denne funktion opfylder betingelsen T (aii+b7V)=aT(ii)+bT(¥) , hvor
vi blot benytter de tilsvarende graeske bogstaver for a og b.

a,

Sa er T defineret ved T (Zt’)z(al) og tilsvarende fas T (V)=

13
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T(au+pv)=T(ala, u,+a, -it,)+p(b, -il,+b, -it,)) =
T(o-a, U+ -a, i, +p b, th, +P b, -il,)=
T (o -a, u,+B b, th,+a a, i, +p b, i,)=

T((“ a,+p 'bl)ﬁl_"(a ‘a,+p 'b2>ﬁ2):

o-a,+p b,
o -a,+p b,

o-ap)
o -a,

14



Geometriske vektorer i planen

Definition

En repraesentant for en geometrisk vektor v er et orienteret linjestykke fra et
begyndelsespunkt A til et endepunkt B. Den siges at have en retning, som er givet ved
reekkefolgen af de to punkter. Her kan vektoren skrives: v= 4B . Alle orienterede
linjestykker med samme leengde og samme retning er repraesentanter for den samme
vektor! *

Hvis A=B kaldes vektoren nulvektoren; den har leengden 0 (nul) og tilleegges ingen retning.
Hvis A#B kaldes vektoren en egentlig vektor.

Lad der i planen veere et givet linjestykke, som vi giver leengden 1. Alle egentlige vektorer
far sa tillagt leengder i forhold til dette som et reelt positivt tal. Nulvektoren har leengden 0.
(Leengden af vektor v skrives |vl.)

At to egentlige vektorer har samme retning betyder, at linjestykkerne er parallelle og at
repraesentanter med feelles begyndelsespunkt, har mere end et punkt feelles.

el

3 repreesentanter for samme |2 vektorer med samme Nulvektorer
vektor retning

Definitioner

Summen af vektorerne u = AB og v fas ved at velge en repraesentant for v med
begyndelsespunkt B; dvs.v= BC

Sa bliver summen af vektorerne en vektor w=u+v= AC

Bemecerk: Heraf folger, at VC: AB=AC+CB (Indskudsseaetningen)
Produktet af det reelle tal t og vektoren v er
* hvis t =0 eller v = nulvektoren: er produktet nulvektoren

* hvis v er en egentlig vektor

4 Planen er et eksempel pa et Euklidisk rum (indeholdende punkter) med vektorrummet V, hvor der til
punktpar svarer en vektor mellem punkterne og til punkt og vektor et nyt punkt, s& der til punktparret

svarer den givne vektor. Et punkt A har samme koordinater som stedvektoren til punktet ( OA4 ).




Vektorer

o hvis t > 0: er produktet en egentlig vektor med samme retning som v og en
leengde, som er t gange leengere end v.

o hvis t <0: er produktet en egentlig vektor med modsat retning af v og en
leengde, som er |t gange leengere end v. Modsat retning vil sige, at der byttets
om pa begyndelsespunkt og endepunkt.

Den modsatte vektor tilv= AB er vektoren BA .Den kaldes - v.

Ovelse 8

* Er definitionen af summen af vektorer entydig? (Eller kunne man ved at veelge
forskellige repreesentanter fa forkellige resultater?)

Sceetning om geometriske vektorer

De geometriske vektorer er et vektorrum V over de reelle tals legeme med addition og
produkt af skalar og vektor defineret som ovenfor.

Bevis
For at bevise pastanden skal vi vise, at de ti aksiomer pa side 8 er opfyldt.
1. Aksiomet er opfyldt ifelge definitionen af sum

2. Lad u= 4B ;forv benyttes to repraesentanter for
v= AD=BC .Sa ses, at ABCD er et
parallelogram, hvorfor u = DC 0g

i+v=v+a=4C .

3. Den associative lov geelder, fordi:

1. AD=(a+v)+w

,  AE=BD=
ED=AB=1i

3. Dvs,at AD=(v+w)+u=u+(v+w)

4. Da venstresidernei (1) og (3) erens, y
geelder det ogsa for hgjresiderne.

16



10.

Geometriske vektorer i planen

Nulvektoren er direkte defineret og findes derfor ...

Produktet af skalar og vektor er direkte defineret for alle kombinationer af tal (dvs.
skalarer fra de reelle tals legeme) og vektorer.

Den modsatte vektor -v til v er defineret, og der gaelder:
1. v+(—v)=AB+BA=44=0

Iligningen a(bu)=(ab)ii findes en vektor pa beggge sider; beregnes laengden
af dem fds samme resultat pa begge sider i kraft af den associative lov for
multiplikation i de reelle tal. Hvis u er nulvektoren, er ligningen opfyldt. Hvis den
er en egentlig vektor vil retningen for begge vaere som retningen for u, hvis
produktet ab er positivt, modsat retningen for u, hvis samme produkt er negativt og
hvis produktet er nul vil resultatet veere nulvektoren pa begge sider.

At 1-:v=% folger umiddelbart af definitionen pa produkt af skalar og vektor

Den distributive regel for addition i V fas ved at sammenligne diagonalerne i
parallelogrammerne med siderne u og v, hhv. au og av.

Den distributive regel for addition i L (her de reelle tal): (a +b ) u=au+bu ses
nemt at veere omfyldt nar vektoren er nulvektoren. Det samme geelder, hvis a+b = 0.
At bade leengde og retning er ens pa begge sider i sidste tilfeelde (for en egentlig
vektor og a+b#0 ) er ogsa nemt at indse, nar du benytter den distributive regel for
reelle tal.

Ovelse 9

Er (u+v)+w=(w+u)+v ?

Hyvis svaret er ja, ser vi (sammenholdt med den kommutative regel for summer),
at vi kan undlade plus-parenteser og addere vektorerne i en vilkarlig
reekkefolge!

Sceetning om basis

To vilkarlige egentlige vektorer u og v i planen, hvis linjestykker ikke er parallelle, udger en
basis for planen.

Bevis

Et tilfeeldigt punkt i planen O velges som begyndelespunkt for repraesentanterne for
basisvektorerne. Lad w veere en vilkarlig vektor. Opgaven er at vise, at den er en
linearkombination af basisvektorerne, og at basisvektorerne er linezert uatheengige, se side
11. Det sidste er klart: ingen af dem kan skrives som en linearkombination af den anden.

17



Vektorer

For at vise den forste del benyttes en repraesentant for w, som ogsa har begyndelsespunkt i
0.

Hvis w er nulvektoren, er w=0 -v+0 -ii= 0
Hvis w er parallel med en af basisvektorerne fx v ,er w=r -v+0 i

I alle andre tilfeelde kan der
tegnes et parallelogram med
sider gennem basisvektorerne
og med w som diagonal. Da

a=r-v og b=s-u og

—_—

Corollar I

Planen som vektorrummet V over legemet R har dimensionen 2

Corollar IT

Vektorrummet V er isomorft med vektorrummet [R?

Ovelse 10
*  Abn GeoGebra og luk alle vinduer undtagen tegneblokken. Fjern akser og tern.

* Velg et punkt som origo (O) - og hvis ikke andet neevne tegnes alle vektorer
med O som begyndelsespunkt..

» Tegn to basisvektorer: u# og v.
e Tegn w=2-u+3-V

e Tegn-v

* Tegn3/7u

|<¢

* Idet der er givet et linjestykke med leengden 1, skal du tegne vektoren d=

=

18



Vektorer i planen

I gymnasiet beskeaeftiger man sig normalt kun med vektorer i rum og i plan. Vi kan arbejde
med vektorer som geometriske vektorer (uden noget koordinatsystem) eller som vektorer
tilherende R" (n=2 eller n=3). I det sidste tilfeelde skrives vektorerne som talpar eller
taltripler. Vi har vist, at de geometriske vektorrum og R" er isomorfe, hvilket betyder, at
"alt, hvad der foregar i det ene vektorrum, foregar fuldsteendig tilsvarende i det andet."

Man kan godt arbejde med vektorer uden at have defineret en basis (et koordinatsystem),
men med et koordinatsystem gores mange beregninger lettere.

Eksempler

Lad der veere givet en basis i Det Geometriske Vektorrum V bestdende af vektorerne i,
og i, .S5akan enhver vektor u skrives som en entydigt bestemt linearkombination af
basisvektorerne: ii=a, -i,+a, ‘i, og der eksisterer bijektionen T, som

 erdefineret ved T(ii)=T(a, -i,+a, -d’z)z(al) , som er en funktion med
a

definitionsmeengde V og veerdimeengde R’ ,
+ ogharegenskaben T(aii+b%)=aT (ii)+bT ()

Hyvis der skal findes en linearkombination af geometriske vektorer, kan man nemt finde de
tilsvarende koordinatvektorer, finde den tilsvarende linearkombination af koordinat-
vektorer og til sidst den hertil svarende geometriske vektor. De to vektorer # og T (1)

er sa teet forbundne, at man ikke altid teenker over, at de horer hjemme i hver sit
vektorrum.

Eksempel
Lad u og v veere defineret som herunder ved hjeelp af basisvektorerne
u=3-i,—7-u, og V=2 -iu,+5 i,

Beregn Ww=2-i—"v

. . . o wWiloa | 3 (2] 6 | (2| 4
Beregning vhja. koordinatvektorer: (Wz) 2(_7) (5) (_14) (5) (_19)

—

dvs. linearkombinationen bliver: Ww=4 -if,—19 -if,

Ovelse 11

* Lad vektorerne u og v veere defineret som ovenover. Find sa med koordinat-
vektorer: 3 u, 0,5 v+4u og 0,5 (u+v).




Vektorer

Vektorer i GeoGebra

Vektorer tegnes pa en tegneblok med et almindeligt retvinklet koordinatsystem. Dvs. et punkt
er udneevnt som origo (begyndelsespunkt) og de to basisvektorer star vinkelret pa
hinanden (hvor den anden er drejet en ret vinkel mod uret i forhold til den forste.)
Vektorerne her har ogsa lengder; basisvektorerne har begge leengden 1.

Vektorerne kan tegnes som vektorer overalt i planen ved at angive begyndelsespunkt og

endepunkt. I Algebravinduet vil den blive vist som fx g , dvs. som koordinatvektor

medens den samme vises pa tegneblokken som en geometrisk vektor. Man kan ogsa tegne
en vektor med indtastning i inputfeltet: Der indtastes den samme vektor som u = (2,3),
men nu Vil repraesentanten blive tegnet som en stedvektor, dvs. med begyndelsespunkt i
origo. Det er vigtigt, at vektoren som her navngives med et lille bogstav. I modsat fald vil
objektet blive opfattet som et punkt.

Bemezerk, at den samme vektors repraesentanter alle far forskellige navne.

-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3

os| U1

GeoGebra sjusker altsa med preaecisionen; forklaringen er, at vi med et resultat fra det ene
rum nemt kan oversette det til et resultat i det andet rum.
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Vektorer i planen

Dvelse 12

¢ Udfer nedenstaende sma ovelser. Geet pa, hvad der sker lige for du taster eller
klikker. Husk, hvad der sa skete.

o Tinputfelt indtastes "a=(1,1)"

(e]

I inputfelt indtastes "(1,1)"

o Tinputfelt indtastes "Tveervektor(a)"

o Velg Punkt i billedmenuen og klik i koordinatsystemet pa (4,3) og (-1,6)

o Velgi3. billedmenu Vektor og klik pa de to punkter, du lige har lavet

o Veelgi3. billedmenu Vektor fra punkt og klik pa punktet (-1,6) og vektor a

o Tinputfeltet indtastes (1,0)-a

Ovelse 13

+  Abn GeoGebra og luk alle vinduer undtagen tegneblokken. Fjern akser og tern.

* Veelg et punkt som origo (O) - og hvis ikke andet neevne tegnes alle vektorer
med O som begyndelsespunkt.

* Tegn to basisvektorer: u og v.

* Tegn w=2u+3v (Obs.: Inputfelt er lukket. Benyt geometri til lasningen.)
* Tegn-v

* Tegn3/7u

21






Geometriske vektorer i planen og R’

I det folgende forudseettes, at der i planen er et begyndelsespunkt O (origo) og at
vektorrummet V har en standardbasis: en vektor ( i ) og dens tvervektor ( 7, begge
med leengden 1 (en).

Desuden indferes en funktion: prikproduktet, der for et par vektorer har et reelt tal som
funktionsveerdi. Med denne kan vi beregne leengder af vektorer og vinkler mellem dem.

Selv om det kunne veere et enskemal at al teori alene byggede pa "vektorrum”, ville det
virke bade besveerligt og indskreenkende med de givne rammer. Derfor bygger det
folgende ogsa pa seedvanlige geometriske og umiddelbare betragtninger.

Noter, at tallene i koordinatvektoren kaldes vektorens koordinater, og nummereres oppefra
og ned (eller fra venstre mod hgjre). Altsa 1. koordinat og 2. koordinat.

Ovelse 14

e Skriv # og Vv som linearkombinationer af basisvektorerne

«  Skriv de tilsvarende koordinatvektorer: T(ii) og T(V) ,jevnfer side 13
e Hvader 7T(i) og T(j) ?

* Hvorledes vil vi geometrisk finde linearkombinationen Ww=2v—u ?

* Hvorledes kan du beregne koordinatvektoren 7' (#) ?

* Hvorledes kan du med det lige beregnede finde W ?

Definition af enhedsvektor

En egentlig vektor med leengden en (= 1) kaldes en enhedsvektor.



Vektorer

Ovelse 15

* Vis at vektorerne (1)) og (1) udger en basisi R’

* Vis at vektorerne 1) og (1) udgor en basisi R’

* Vis at vektorerne 2) , (1) og (_12) er linezert afheengige

Prikprodukt (Definition)

Givet to vektorer u og v defineres deres prikproduktet: 4 -V=u, -v,tu, v,

Bemeerk, at prikproduktet er en skalar (her et reelt tal.) Bemeerk ogsa, at det kan beregnes
alene med kendskab til koordinatvektorerne. Vi kunne jo ogsa definere et prikprodukt for
disse som:

(ul) .(Vl):ul 'V1+M2 v, 0§ dermed fas: # v:T(ﬁ) T(V)

Uy \V2
Vi far altsa samme resultat lige meget om vi benytter den geometriske vektor eller
koordinatvektoren.

Lengden af en vektor

Leengden af vektoren # (som skrives |ii| ) fas med ligningen |i

lii|=+i -u
Bemaerkning
Nar vi definerer leengden pa en ny made, skal definitionen helst ikke stride mod hidtidige
definitioner:
Bevis

Vektoren i#i=u,i+u, ) og folgeliger den tilsvarende koordinatvektor (ul)
U,

Hyvis begge koordinater er 0, er der tale om nulvektoren, og leengden er nul som formlen
ogsa angiver.

Hvis vektoren er parallel med en af basisvektorerne som fx i , fas leengden som
|| 7] =/ ui+0” (hvor de lodrette linjer angiver hhv. numerisk veerdi og leengde.)

I de andre tilfeelde ses det nemt, at formlen svarer til Pythagoras seetning.
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Geometriske vektorer i planen og R?

Vinklen mellem 2 vektorer

Vinklen o mellem 2 vektorer er vinklen i intervallet [0;x] , der er losning til ligningen

u-v
7|

cos (o )=—
o
Bemaerkning

Ved sammenligning af definitionen og og seetning 6 om prikproduktet ses, at at
sedvanlige trigonometriske beregninger med cosinusrelationerne giver samme resultat.

Scetninger om prikproduktet

a er en skalar og u og v og w er vektorer og a er vinklen mellem vektorerne u og v:
u-v=v-u B

R
<V

<!
S|

==Y

2

< |l

—% P=lii P+[5 P-28 ¥
_laP+y P-a-v [
2[a (7|

=
<

e
Q =

=)
<v

Beviser

1. Er en umiddelbar folge af den kommutative regel for produkter i et legeme
Er en umiddelbar folgeaf den distributive regel i et legeme
Er en umiddelbar folgeaf den associative regel i et legeme

Er blot en gentagelse af definitionen pa leengden

AR

Af 2. kvadratsaetning fas: (ul—v1 )2: u;+vi—2u,v, ;tilsvarende for neeste koordinat.
Heraf folger seetningen neesten direkte.

6. Er en omskrivning af 5; bemeerk, at pa hojresiden er der kun leengder, der ikke
afhaenger af den valgte basis. Sa uaftheengigt af basis fas samme prikprodukt.

Lemma

Hvis vinklen mellem vektorerne er hhv. 0°, spids, ret, stump eller lige folger at
prikproduktet af enhedsvektor er er hhv. 1, mellem 0 og 1, 0, mellem -1 og nul eller -1 (og
omvendt!)
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Vektorer

Definitioner

Drejes en vektor v en ret vinkel modsat urets retning, fas en vektor, der kaldes tvaervektoren til
vektor v. Den skrives som V .

Flytning ved parallelforskydning

Det kan indses,at forskydes alle punkter af et objekt med vektoren v, er der tale om en
parallelforskydning.

Ovelse 16

* Seet dit elevbillede (fra Lectio) ind i GeoGebra; nu skal du finde en vektor til at
flytte billedet med, s& din neesetip er placeret i (0,0).

Additionssceetninger
1.  cos(B—a)=cos(a) -cos(p) +sin(c) -sin(p)

2. cos(B+a)=cos(a) -cos(p) —sin(a) -sin(p)

3. sin(B+a)=sin(a) -cos(B) +cos(a) -sin(B)

4. sin(f—a)=sin(a) -cos(B) —cos(a) -sin (pB)

Bevis

Vektorerne # og V er enhedsvektorer, der er drejet mod uret med vinklerne hhv. a og
(3. For at beregne cos( - a )benyttes definitionen af ”Vinkler mellem 2 vektorer”, se side
25. Da vektorernes leengde er 1 (en) fas umiddelbart ved indseetning:

cos(p—a)=7 -¥v=cos(a) -cos(p) +sin () -sin(p)
og heraf folger saetningens 1. del.

De ovrige 3 seetninger fas ved at benytte denne:
@) cos(p+a)=cos (B—(—a))=cos(—a) -cos(B) +sin(—a) -sin(p)=
cos () -cos(B) —sin(—a) -sin(p)

sin(p+a)=cos((n/2—p)—a)=cos(n/2—P) -cos(a) +sin(n/2—P) -sin(a)=

a)= )
©) sin () -cos(a) +cos(B) -sin(ct)
() sin(B—oa)=cos((m/2—p )+a)=cos(n/2—P) -cos(a) —sin(m/2—p) -sin(c)=
sin(p) -cos (o) —cos(B) -sin (o)
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Geometriske vektorer i planen og R?

Ovelse 17

* Vis, at med additionsformlerne kan forskriften for funktionen f, hvor

f(x)=r sin(wx)+s -cos(wx) , omskrives til funktionsforskriften
f(x)=Asin(ox+¢)

Projektion (Definition)

En repraesentant for projektionen af u pa v fas ved at
tegne de to (egentlige) vektorer med samme
begyndelsespunkt P og nedfelde den vinkelrette fra
u's endepunkt pa en linje gennem v (til punktet Q).

Projektionen er ;= PO

(Vektorerne v og n siges at vaere ortogonale).

Ovelse 18

* Opvervej: Fas den samme projektionsvektor ved alle valg af P? Hvorfor?

Projektion (Scetning)

u-

<4
}

NG
<!

For ovenneaevnte vektorer geelder: #;=——V og

=i

Bevis

Da (1) #=wu;+7 og(2) u;=o v fasved indseetning af (2) i (1)

]
Il
Q
U

<l <<y
+ +
S S
<

<V
[
+
o =
0

< :.l
INg} é;

I

R R
Y

S <.l
Il
<) <!

€|.
[l
Q

NS

o indseettes i (2):

() #="ry ¥
%]

Heraf folger umiddelbart

P ARIEE
V|=

(4)

v

vl
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Vektorer

velse 19

* Tilfej i ovenstaende bevis ALLE seetninger, der er benyttet (ordlyd og reference)

Sceetning om tveervektor

Lad i# veere en geometrisk vektor og (ul) den
5

heril svarende koordinatvektor. Lad v =i veere den

hertil svarende tvaervektor: Sa bliver \ u Uz
koordinatvektoren for tveervektoren (—uz) 2 i
i 1
(Huskeregel: Minus den sidste, komma den forste.) B GO R T T S T B
Ovelse 20
* Bevis seetningen
Matrix definition
Ved en matrix forstas et rektanguleert ordnet saet
m 11 m 12 e m ln
M={"u My ... Myl hyor matricens elementer i denne sammenheaeng er reelle tal.
mml mmZ mmn

Det ses let, at matricen bestar af n m-dimensionale sgjlevektorer (eller m reekkevektorer.).

For kvadratiske matricer (hvor n=m), kan vi definere matricens determinant; her defineres
den kun i det specielle tilfaelde, hvor n=2.

Definition af Determinant (n=2)

Lad M:[mu m}

my My

m
_ |y _ o ]
det(M)— =My My =My "My,
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Geometriske vektorer i planen og R?

Determinant-seetning

Ovelse 21

¢ Bevis seetningen

Arealseetninger

Bevis

Benytter vi os af seetninger kendt fra geometrien, er arealet produktet af leengderne af v og
h. Lengden af h fas som leengden af projektionen af u pa tvaervektoren til v.

iP
B3

3 'Vl
v

NI

-

<>
<>

vl

=[v =z

-
v

Lemma

Lemma
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Vektorer

Beregning af det(u,v)

Lad der veere givet 2 vektorer u og v med

leengderne a hhv. b. Vinklerne mellem x-aksen og
vektorerne (malt i den positive omlobsretning, dvs.
mod uret) er hhv. @ og f; vinklen mellem v
vektorerne er y = f-a .

Sa geelder: i
det (%1,7v)=a -b -sin(y)=[i| -|[¥| -sin(y) )
Bevis
~ -\ _lacos(a) bcos(P)
det(it, 7)= asin(a) bsin(p) =

det (it ,v)=acos(o)bsin (B)—asin(a)b cos(B) =
det (11, v)=ab(cos(a)sin(p)—sin(a)cos(p)) =

det(1,v)=absin(B—a)=a bsin(y)

Lemma

Nar y er vinklen mellem to (egentlige) vektorer u og v, er

. det(u,v
sm(y):—|u(|.|v| )

Lemma

Nar determinanten er positiv, er 0<y<m , ndr determinanten er negativ, er n<y<2-m ,
og nar determinanten er nul, er vektorerne parallelle og omvendyt.

Linjens parameterfremstilling

Lad der veere givet en linje gennem 2 punkter: P, og P.
3 0

Sa kan stedvektoren til et Vllkarhgt punkt pa linjen K
skrives som OQ=0P,+t -P, P, og hvis stedvektoren >

kan skrives sadan, er punktet et punkt pa linjen. A P

Benyttes koordinatvektorer er ' ~
oo 3 4 5 N6 7
X, r 5
~aQ
ry

Yo

+t-
y

parameterfremstillingen: ( x ) =
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Geometriske vektorer i planen og R?

Vektoren 7=P,P kaldes en retningsvektor, t er en skalar. Begreenses f til et interval fas
fremstillingen for et linjestykke.

Bevis

Antag, at Q ligger pa linjen. Er Q P, er fremstlllmgen rigtig (t=0). Er Q#P, er 7 og
P,0 0@ parallelle og derforer P Q—t 7. OQ OPy+P,O=0Py+t -7 .

Antag, at parameterfremstillingen geelder, men Q ligger ikke pa linjen. Sa er P,O=t 7 ,
selvom 7=P,P og P,0 ikkeer parallelle. Det er ikke muligt, s4 Q ma ligge pa linjen.

Linjens ligning

Lad der veere givet en linje gennem et punkt: P, og

Q

vektoren 7 (som stéar vinkelret pa linjen; den kaldes 5
en normalvektor). u

4
Linjens ligning er sa: ax+by+c=0 , P

0

3
hvor P0=(x0’y0) ,c=(—ax,~by,) og ﬁz(Z)

2 n
Linjens ligning betyder: Har vi et punkt i planen og og 1
dets koordinater gor ligningen sand, er dette et punkt
pa linjen. Og har vi et punkt pa linjen vil ligningen oo 7 2 3 i s

vaere sand, nar punktets koordinater indseettes.

Bevis

Lad n veere tveervektoren til retningsvektoren og lad 7 2(2) . Punktet Q ligger sa pa

linjen hvis og kun hvis enten Q = P, eller n og u er ortogonale (dvs. star vinkelret pa
hinanden). Men det er ensbetydende med, at 7 =0 . (Se side 25) Indseettes vektorernes
koordinater fas:
a-(x=x,)+b(y=y,)=0e
ax+by+(—ax,—by,)=0<
ax+by+c=0
hvilket viser, at ligningen er opfyldt hvis og kun hvis vektorerne er ortogonale, dvs. hvis
og kun hvis Q ligger pa linjen.

Dvelse 22

* Overvej: er c som defineret ovenfor afthaengig af Py?
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Vektorer

Dvelse 23

* Lad en linje veere bestemt af ligningen ax+by+c=0 .Vis, at 7 =(Z) er en

tveervektor til en vilkarlig retningsvektor.

* Hint: Lad P og Q vere punkter pa linjen; beregn hermed en retningsvektor.

Produktet af to heeldningskoefficienter (Saetning)

Lad der veere givet 2 linjer, der begge har en heeldningskoefficient. Sa star de vinkelret pa
hinanden hvis og kun hvis produktet af haeldningskoefficienterne er -1.

Bevis
Lad linjens ligning veere skrevet som: ax+by+c=0 . Det ses, at haeldningskoefficienten

er en vektor, der star vinkelret pa linjen (dvs.

isa fald er —% . Desuden geelder, at (Z

en normalvektor.)

Linjer star vinkelret pa hinanden hvis og kun hvis normalvektorerne star vinkelret pa
hinanden og det er tilfeeldet hvis og kun hvis disses prikprodukt er 0. Benyttes fodtegnene
1 og 2 for de to linjer fas altsa:

Linjerne stdar vinkelret pa hinanden <

> — a a
nl J_I’l2<:> ok 2 :Oc>
I 2
a,-a,t+b,-b,=0=b,-b,=—a,-a,e

_al 'a2

1=
b, b,

a, a,

S P (et N Y 2

Afstande
Afstanden mellem to punkter A og B er leengden af AB

Mellem 2 punkter

Afstanden d mellem A og B er: d =\/|Z§| | 4B|
Bevis: Se Leengden af en vektor side 24.
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Mellem punkt Q og linje |

Afstanden mellem Q(xo,0) og I (med ligningen
ax+by+c=0 )kaldes dist(Q,I) og er:

‘a Xotby,+ c|
dist(Q,l)J=——F———
2.0 Vat+ b

Bevis
I en tidligee ovelse sa vi, at defineres n som

n 2(2) , er vektor og linje ortogonale. Derfor

er den sogte afstand lig med leengden af

X1 =X
Y17 Vo
et vilkarligt punkt pa linjen; P=(x, y,),0=(x, »,).

projektionen af PQ= pan, hvor P er

—

dist (0, 1)= |7 - fQ| - Nu beny’Ftes .saetrungen om leengden
7] af en projektion.:
dist(Q,1)= lalx,=x)+ b=, e Neeste ligning felger af beregning af
’ 2,42
Va'+b prikproduktet.
. (ax,+by,+c)=(ax,+by,+c)l
dist(Q,1)= Ja+b < Dette opdeles i de to parenteser;
' l(@x,+by,+c)—0] samtidigt er der adderet og subtra-
dist(0,1)= — < heret
\/a2+b2 eretC.
dist(0,1)= l(ax,+by,+c) Sidste parentes i teellleren er nul, da
ist\Q.1)= Ja2+b? Peret kt pa linj
a’+b punkt pa linjen.

Cirklens ligning

Lad der vare givet en cirkel ¢ med centrum O= (a,b) og radius r. Et vilkarligt punkt P pa
cirkelperiferien har koordinaterne (x,y). Cirklen har sa ligningen:

(x=a) +(y=b)=r’

Bevis

Da en cirkel er det geometriske sted for alle punkter med en given afstand til et bestemt
punkt (centrum), felger seetningen umiddelbart af seetningen om afstanden mellem 2
punkter.
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Bemaerkning

Sommetider modes cirklens ligning i en anden form; denne kan omskrives som vist
herunder i et eksempel:
X +4x+y'—6y—12=0=
(x+2)=2°+(y-3)-3"-12=0s
(x=(=2))+(y-3) =5

Heraf ses, at cirklen i eksemplet har centrum i (-2,3) og har radius 5.

Dvelse 24
* Undersog, om linjen t ( y=8—x ) er tangent til cirklen

c( X’+4x+y'—6y—12=0 )

Dvelse 25
* Idet c er cirklen med centrum i O og med ligningen
o ( x’—12x+)y"—18y+92=0 )og
o P=(10,6),

* skal du finde ligningen for alle de cirkler, der har linjen gennem O og P som
tangent, og hvor P er et punkt pa disses periferi.

Determinantmetoden

2 ligninger med 2 ubekendte

a, b,
| > b,

_(x )=(c1) er et ligningssystem svarende til:

v e,

a

oo e (I
¢

2

b Zz’ °C
har lgsningen x=—=— =

a-b b

Er det tilfeeldet er 11gn1ngerne ligninger for parallelle linjer, og der kan veere en tom
losningsmaengde eller uendelig mange losninger. (Bemeerk, at teellere og naevnere i
losningen er determinanter; deraf navnet.)
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Bevis

Nar naevneren ikke er nul, skeerer de til ligningerne svarende linjer hinanden: dvs. at der
er pracis en lesning. Ved at indsaette den postulerede losning i ligningen (at gore prove),
kan det ses, at ligningen er sand, hvormed saetningen er bevist. (Nemt hvis man er
omhyggelig, men besveerligt.)

Eksempel
2 74| x]=|?] svarende til ligningerne 2¥~4»=2
-1 3 b% 1 —x+3y=1

De tre determinanter beregnes:
DA
3 H
o S
Losningen er sa:

d
10

x:—_ =

d
4,
d

d

X

2
4
X9
2

y:

Find linjers skeeringspunkter
* Erlinjerne givet med linjens ligning: benyt metoden ovenfor.

* Erlinjerne givet med parameterfremstilling benyttes.

Yilpod M|l *2 +B - S e
i ) Y S
o+ T = TN e

) -5, Vo=V

Fyoo =8 ,(OL): Xy X

r, —8; B Y2— W

o Benytsa a eller f tilatfinde skeeringspunktet ved indsaettelse i
parameterfremstillingen.

* Erlinjerne givet med en ligning og en parameterfremstilling indseettes den sidste i
den forste.
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