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SGO

Indledning

Sfeerisk geometri handler om geometri pa en kugleflade, dvs. meengden af de punkter, der
tilfredsstiller kuglens ligning.

Kuglens ligning

(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2=r2 (1)

hvor (x,y,z) er et vilkarligt punkt pa kuglefladen, (a,b,c) er kuglens centrum og r er kuglens

radius.
I det folgende vil vi arbejde med en enhedskugle, dvs. r =1 og (0,0,0) veelges som (a,b,c) .

Definition af cirkler pa kuglen
En lillecirkel er skeeringen mellem kuglefladen og en plan.

En storcirkel er skeeringen mellem kuglefladen og en plan gennem centrum.

En storcirkelbue er en del af storcirklen beliggende mellem 2 punkter pa denne.

Lillecirkel Storcirkel

Definition af en sfeerisk tokant hhv. trekant

En sfeerisk tokant er en del af kuglefladen begraenset af 2 storcirkelbuer (tokantens sider),
en sfeerisk trekant er en del af kuglefladen begreenset af 3 storcirkelbuer. Endepunkter for
den begraensende del af storcirkelbuerne er tokantens eller trekantens hjerner eller

vinkelspidser.
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Som i den euklidiske geometri betegnes
hjerner med store bogstaver (A, B, C ...) og de
modstaende sider med de tilsvarende sma
bogstavera, b, c ...

Bade vinkler (som A) og sider (som a) males i
grader eller radianer. Onsker vi at finde
leengden pa en side er den identisk med
radianmalet, nar der er tale om
enhedskuglen. Ellers er leengden lig med
produktet af radianmalet og radius.

Bemeerk, at siden a har samme storrelse som
vinklen mellem vektorerne v og w (dvs.
vektorerne fra kuglens centrum til ende-

Indledning

punkterne for siden a. Vinklerne i trekantens hjorner er for fx A vinklen mellem planerne

gennem origo og siderne b og c.

Cosinusrelationerne

Da vinklerne ikke sendres ved at koordinatsystemet roteres, kan vi rotere det, sa A =(0,0,1)

og B ligger i xz-planen, nar der er tale om en enhedskugle.

Sceetning
cosc—cosa -cosb
cos C= = ;
sina sinb
cosc=sina -sinb -cosC+cosa -cosbh
Bevis

v danner vinklen 7/2—c¢ med x-aksen; derfor
bliver

» forstekoordinat: cos( n/2—c )=sinc
* andenkoordinat: 0
* tredjekoordinat: sin( n/2—c )=cosc

sin ¢
v=( 0
cosc

()
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w danner vinklen n/2—b med xy-planen, men er ogsa roteret A fra xz.planen; derfor
bliver

sinb -cos A4
w=|sinb -sin 4
cosh

Vinklen mellem de to vektorer er a; derfor er

sinc| [sinb -cosA4
cosa=v -w=| 0 |‘sinb sinA4 |=sinb -sinc -cos4+0+cosc -cosb<
cosc cosbh
cosa=sinb -sinc -cos A+cos b -cosc

Tilsvarende resultater fas for b og c:

cosa=sinb -sinc -cos A+cosb -cosc
cosb=sina -sinc -cos B+cosa -cosc (3)
cosc=sina -sinb -cosC +cosa -cos b

Ligesom i planen kan vi isolere fx. cos A, og vi far:

cosa—cosb -cosc

A=
c0s sinb -sinc
cos B= cosb'—cosc'z “COSC 4)
sina -sinc
cosc—cosa -cosb
cosC = - -
sina -sin b
Sinusrelationerne
Sceetning
sin 4 :sinB :sinC
sina sinb sinc (5)
Bevis

Vi benytter Pythagoras saetning og cosinurelationerne:
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2
.2 2 cosa—cos b -cosc
sin“4=1-—cos Azl—( ) =

sinb -sin ¢

-2
sin” A=—— — — —
sin“ b -sin“¢ sin“b -sin“ ¢

.2 .2 2 2 2
_sin"b-sin"c_ cos"a +cos b -cos"c—2cosa -cosb -cosc -

2 2 2 2 2
(1—cos’b) <(1—cos’c)—cos’a —cos’b -cos’c+2cosa -cosbh -cosc o

.2

sin“" A=
-2 -2
sin“ b -sin” ¢

s 2 2 2 2
sin“"4_1—cos"h —cos’c —cos"a +2cosa -cosbh -cosc -

.2 .2 .2 2
sin“a sin“a -sin“b -sin”c¢

. 2 2 2
sind_(1—cos’a —cos’h —cos’c +2cosa -cosb -cosc)

sina sina -sinb -sinc¢

Sinusrelationerne

(6)

Bemeerk, at sin4>0Asina>0. Det ses nemt, at hojresiderne ikke aftheenger af, hvilket par
af vinkel og side der beregnes pa venstre side. Heraf folger sinusrelationerne umiddelbart.

Polartrekanten

Poler

Skeeringspunkterne mellem en kugle og en linje gennem kuglens centrum vinkelret pa en

storcirkels plan kaldes storcirklens poler.

Et eksempel er jorden som kugle, aekvator som storcirkel og Nordpol og Sydpol som poler.

Polartrekant

For en given sfeerisk trekant ABC findes po-
lerne for hver af de begraensende storcirkler.
For storcirklen, hvor a er en del, veelges den
pol, der ligger pa samme halvkugle som A.
Polen kaldes A". Tilsvarende for de to andre
sider. Trekanten A’B’C’ er polartrekanten.

Pa figuren ses den storcirkel, b er en del af,
planen gennem storcirklen og den bla linje
vinkelret pa denne plan. Polerne er s& hhv.
B’ og Pol,. Kuglen deles i halvkugler af e
omtalte plan og det ses, at B’ er valgt blandt 22
polerne, sa B og B’ ligger pa samme

{
269

244

}
224
¢

29
186
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halvkugle.

Hvordan veelges den rigtige pol?

Pa tegningen til hgjre ses enhedskuglens centrum O
og den sfeeriske trekants vinkelspidser. Disse er ogsa
vinkelspidser i den viste plane trekant. Bemark den
viste side i den sfeeriske trekant b som ligger i
storcirkelplanen bestemt af A og C. Bemaerk ogsa, at
pyramidesiden AOC liger i samme plan.

Hyvis vi vil finde retningen til B’ ses, at vi skal veelge

en indadgadende vektor. 54 kommer B 0gB’ til at ligge pa samme side af storcirklens plan
(dvs. i samme halvrum.) Her er vist en repreesentant for normalvektoren med
begyndelsespunkt midt pa pyramidefladen; for at finde B’ benyttes denne retning
startende i O.

Med hojrehandsreglen ses, at 7, beregnes som:

7,=0C X 0A 7)

Tilsvarende fas 7,=0BXOC . Vinklen mellem 7 ", 0g 1y ersidenc’=A'B’i
polartrekanten A'B'C".

Saetning om siderne i polartrekanten

a'=n—A4
b'=n—B (8)
c'=n—-C

Dvs. at siderne i polartrekanten er supplementvinkler til de tilsvarende vinklerne i den
oprindelige trekant.

Bevis

Vinkler i den oprindelige trekant kan findes som vinkler
mellem storcirklernes planer eller disses normalvektorer. For at
finde vinklen "inde i pyramiden (OABC)" skal den ene vektor
veere indadgaende og den anden udadgéaende.

Det betyder, at vinklen C beregnes som vinklen mellem -7,
og m ,og derfor bliver den supplementvinkel til ¢’. Samme argument geelder for
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Polartrekanten

trekantens 2 andre vinkler.

Storcirkel gennem poler

Har en storcirkel s polerne N og S vil enhver storcirkel
gennem N og S have en plan vinkelret pa planen for s.

Bevis

Planernes normalvektorer er ortogonale.

Polscetning

Givet 2 punkter A og B (som ikke ligger pa samme diagonal) samt et tredje punkt P pa
enhedskuglens overflade, hvor cirkelbuerne har sterrelsen 7t/2, medferer, at P er en pol for
storcirklen gennem A og B.

Bevis

Lad O veere kuglens centrum. Af forudseetningen folger, at vektorerne 04 og OB er
linecert uatheengige. Da OP er ortogonal med begge, folger at OP er en normal til
planen udspeendt af disse. Derfor er P en pol til storcirklen gennem A og B.

Polartrekantens polartrekant

Polartrekantens polartrekant er den oprindelige trekant.

Bevis

Kald den primeere trekant ABC og polartrekanten A'B’C’". Da B’ er pol for storcirklen
gennem A og C, har cirkelbuen fra A til B’ pa storcirklen storrelsen /2.

Tilsvarende geelder for C’, at cirkelbuen fra A til C’ pa storcirklen har sterrelsen /2. Men
ifolge Polseetningen ovenover bliver A s en pol forstorcirklen gennem B'C".

Da A’ er en pol for storcirklen BC og A og A’ er pa samme sideaf storcirklen, er
bueleengden mellem punkterne mindre end /2.

Da A er pol for storcirklen B'C’ og afstanden mellem punkterne er mindre end m/2, ligger
punkterne ogsa pa samme side i forhold til denne storcirkel.

Det medferer, at A er et hjorne pa polartrekanten til trekant A’B'C".

Fuldsteendigt tilsvarende geelder for B ogC.
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Noget om vinkler

Pa side 5 bemeaerkede vi, at siden @ havde samme vinkelstorrelse som vinklen mellem de to
vektorer eller vinklen BOC. Ser vi pa pyramiden med spidsen O og grundfladen ABC fas
med anvendelse af Euklid XI.21, at

a+b+c <2’
Tilsvarende geelder ogsa for polartrekanten:
a'+b'+c’ <2m
Det kan vi omskrive med anvendelse af (8) side 8:
a'+b'+c'<2ne

n—A+n—B+n—-C<2ne 9)
n<A+B+C

Da hver af vinklerne er mindre end T, fas dobbeltuligheden:

n<A+B+C<3mn (10)

Ekstra cosinusrelationer

Fra formel (3) har vi felgende 3 ligninger, som kan omskrives ved hjeelp af (8)

cosa=sinb -sinc -cos A+cosb -cosc
cosb=sina -sinc -cos B+cosa -cosc
cosc=sina -sinb -cosC +cosa -cosb

cosa=sinb -sinc -cos A+cosb -cosc =
cos (n—A)=sin(n—B) -sin(n—C) -cos(n—a)+cos (n—B) -cos(n—C)=
(11)
—cos(A4)=sin(B) sin(C) «(—cos(a))+(—cos(B)) (—cos(C))=

cos(A4)=sin(B) -sin(C) -cos(a) —cos(B) -cos(C)

Omskrivninger af alle 3 bliver til:

1 Kilde: https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookXIl/propXI21.html
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Noget om vinkler
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QDvelser

1. Undersog de forskellige trekantstilfeelde med 0, 1, 2 eller 3 kendte sider og hhv. 3, 2,
1 (evt. 2) og kendte sider.

1. Preeciser med tegning hvert tilfeelde og undersog, hvilke seetninger der kan
benyttes for at finde de manglende storrelser.

2. Thvilke tilfeelde er det nedvendigt at benytte den inverse sinusfunktion?
Hvorfor er det et problem at benytte den?

2. Napoli ligger 41°N, 14’ og New York ligger 41°N, 74°V. Antag, at Jorden er en
kugle med radius 6370 km.

1. Hvor lang bliver en flyvetur mellem de to byer, hvis man flyver direkte langs
den 41. breddegrad?

2. Findes der en kortere rute og i givet fald: hvor lang er den? >

3. Regneopgave med 4 kendte storrelser

]

Find c og C,idet 4=103,09°, B=54,73°,a=87,26" 0g b=56,85"

Find derefter alle storrelserne i polartrekanten.

2 Hint: Du kan jo sege pa "SAS Nordpolen".
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