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Rumgeometri2

Vektorer i rummet

Definitionen af en vektor i rummet kan lyde ngjagtig pa samme made som i planen:

Definition af vektor

En egentlig vektor har en leengde (et reelt tal storre end nul) og en retning. Den tegnes som
en pil.

Nulvektoren er ikke en egentlig vektor; den har leengden nul og ingen retning. Den tegnes
som et punkt.

Tegnes vektoren fra origo kaldes vektoren en stedvektor; tegnes den fra ethvert andet punkt
med samme leengde og retning kaldes den en repraesentant for vektoren.

Vektorer beliggende pa samme eller parallelle linjer kaldes parallelle. De kan vaere
ensrettede eller modat rettede.

Men hvis vi har defineret et koordinatsystem i rummet benyttes naturligvis 3 koordinater
til at beskrive vektoren. Koordinatsystemet vi benytter er et retvinklet hojresystem: det
betyder, at de 3 akser star vinkelret pa hinanden saledes, at nar du leegger hojre underarm
pa 1. aksen lige for origo, bgjer fingrene (fra lillefinger til pegefinger) s de danner en ret
vinkel med underarmen og placerer dennes vinkelspids lige over origo med fingrene
pegende i 2. aksens positive retning, sa peger tommelfingeren i 3. aksens positive retning.

Kontroller det pa tegningen herunder:

A3.akse

.|akse




Vektorer i rummet

U,
Nar vi benytter koordinater til at definere en vektor ser det sadan ud: u=|u 5

Us

De regler, der geelder for regning med plane vektorer findes tilsvarende for rumvektorer
og bevises med koordinatberegninger. Bemeerk, at reglerne "arves" fra tilsvarende regler,
der geelder for de reelle tal .

@velse 1. Regneregler
* Vis at folgende regler geelder for vektorerne u, v og w samt skalarerne a og f:
° u+v=v+u Den kommutative regel
o u+(v+w)=u+v)+w Den associative regel
° a(u+v)=au +av
o (a+plu=au+pu

° a(fu)=(apfu
Skalarprodukt (Definition)

Givet to vektorer u og v defineres deres skalarprodukt (prikproduktet):
U-v=u;v,tuyv,+us v,
@velse 2. Regneregler for skalarproduktet

Bevis de felgende seetninger, hvor a er en skalar og u og v og w er vektorer. Beviset for den
forste kan ses pa neeste side.

s UV=VU

o uA(v+)=u-v+i-w

. ol v)=(ai) V=i (o)
. [if=% i

i P=fd P P-2i

Sammenlign med de tilsvarende regler for vektorer i planen.

@velse 3. Vinklen mellem vektorer

*  Omskriv den sidste seetning i ovelse 2, s& det ses (igen), at skalarproduktet kan
beregnes alene med leengder af vektorer og derfor er uatheengigt af det valgte
koordinatsystem.

* Visogsa, at i -v=|u|-v|cos(a) ,hvor o er vinklen mellem de to vektorer.



Rumgeometri2

Lemma

Hvis vinklen mellem vektorerne er hhv. 0°, spids, ret, stump eller lige folger at
skalarproduktet er hhv. 1, mellem 0 og 1, 0, mellem -1 og nul eller -1 (og omvendt!)

Bevis for 9=
U [V
iv=|u,|{v,|= Vektorerne skrives ved hjeelp af deres
uy| v, (1) |koordinater
Skalarproduktet beregnes iht. definition af
UV=Uy -V Tuy vy iy v, (2) |skalarprodukt
Vil | u, . .
- o Vektorerne skrives ved hjeelp af deres
VU=\v, |l u,|< )
(3) | koordinater
V| \Us

<{

U=V U TV, Uy, TV U,

<i

U=U -V TU, VT ULV,

Skalarproduktet beregnes iht. definition af
skalarprodukt

I hvert led kan raekkefolgen af faktorer
ombyttes, da den kommutative lov geaelder
for multiplikation af reelle tal

Ved sammenligning af ligningerne (2) og (5), ses, at seetningen er bevist.Projektionsvektor

Projektionsvektor

Definition

En repraesentant for projektionen af u pa v fas

ved at tegne de to (egentlige) vektorer med

samme begyndelsespunkt P og nedfeelde den

vinkelrette fra u's endepunkt pa en linje
gennem vV (til punktet Q).

Projektionen er ;= PO




Vektorer i rummet

Sceetning

For ovenneevnte vektorer geelder:
_’_.za.i;i; ()g |_:|=_1/2 V
T T

Bevis

Gentag det helt tilsvarende bevis fra 2D.
Vektorprodukt

Definition
Givet to vektorer u og v er et vektorprodukt er en vektor w=uXv , der defineres som:
i Ve %)

w= —(u1v3—u3v1)

Wy VTR
Bemeerk, at vektorproduktet er et produkt af to vektorer (som skalarproduktet), men at

resultatet er en vektor i modsaetning til skalarproduktet, som er en skalar (et tal!)

Pa grund af skrivemaderne for produkterne benyttes ogsa betegnelserne krydsprodukt
hhv. prikprodukt.

Formlen for vektorproduktet huskes maske nemmere med folgende "definition" (som alta
egentlig er en huskeregel):

Det er en vektor, der beregnes pd samme made som en determinant. Enhedsvektorerne er
i, j og k. Determinantens 2 nederste reekker er vektorerne koordinater.

@velse 4. Ensbetydende definitioner

* Vektorproduktet er det samme for begge definitioner.
Vis det!
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Sceetning

Vektorproduktet star vinkelret pa sine faktorer: w star vinkelret pa u og w star vinkelret
pa v.

Dvelse 5

* Bevis ovenstdende seetning.

@velse 6. Regneregler for vektorproduktet

Bevis de folgende seetninger vedr. vektorproduktet, hvor a er en skalar og u og v og w er
vektorer:

- B XV=—T X7
o UX(VHib)=i XV+T Xib

o ouxy)=(an) xv=1 x(aV)
o laxv =l P-(a-v)

. [ xv |=li ||| -sin (ar)

De 4 forste seetninger bevises ved beregning af koordinater for begge sider af ligningerne. I
den 5. seetning er a storrelsen pa vinklen mellem vektorerne. I beviset for den sidste
setning gar du ud fra den 4. seetning. Benyt seetningen om skalarproduktet (side 5,ovelse
3, sidste punkt). Benyt sa identiteten: cos’(a)+sin’(c)=1 .Bemeerk, at sin(a)>0.

Arealseetningen

Lad u og v veere to egentlige vektorer og a sterrelsen pa vinklen mellem dem. Sa er arealet
P af det udspaendte parallelogram:

P=|ux¥|=[@]|v |- sin(a)
Seetningen er en umiddelbar folge af den sidste seetning i gvelse 6 og beregning af arealer i
plngeometrien. Bemeerk at seetningen ogsa er sand, hvis en eller begge vektorer er
nulvektoren (hvis man accepterer, at det degenererede parallelogram har arealet 0.)
Tilsvarende er seetningen ogsa sand, hvis vektorerne er parallelle. Omvendt ses, at er
vektorerne egentlige og P = 0, ma vektorerne veere parallelle.

Sceetning; Hejrehandsreglen

Vi har beregnet leengden af vektorproduktet (i ovelse 6) og konstateret, at det star
vinkelret pa sine faktorer. Men der er to muligheder for retningen! Den skal
hgjrehandsreglen finde.



Vektorer i rummet

Sceetning

u,veR’
Repreesentanter for u og v tegnes fra samme punkt. S

Lad der veere givet to vektorer u og v,

Hojrehandsreglen siger: at holdes hgjre hand over . -
vektoren u med fingrene pegende i samme retning -7
som vektoren og bgjes de 4 af fingrene (alle undtagen v, v, P
tommelfingren) ind mod handfladen, hvorefter

hénden roteres, sa de 4 fingre peger mod vektor v: RS
Sa vil tommelfingeren pege i samme retning som -
vektorproduktet. -

(Pa tegningen ses vektorernes lodrette projektioner
pa planen z=0.)

Bevis

Vi forudseetter, at vinkler i planen: z = 0 males med den seedvanlige omlgbsretning: mod
uret. Lad u,,v, veere de lodrette projektioner af de tilsvarende vektorer oglad w,
veere vektorproduktet af disse projektioner. Pa tegningen er vinklen fra u, til v, , altsa
en stump positiv vinkel a.

For planvektorer geelder, at det,,(u,,v,)=|u,|{v,|sin(a) .Dvs., at determinant og vinkel
har samme fortegn. Betragtet som rumvektorer, geelder at vektorproduktet

A A
W, =, XV =lu; u, 0 Z(ulvz—u2v1)k:a’etm(up,vp) k
v, v, 0

Derfor vil w, veere ensrettet med k, nar a er positiv og modsat rettet, ndr o er negativ.
Det er i overensstemmelse med hgjrehandsreglen. (Kontroller det!)

Nu vil vi undersoge det tilsvarende for de oprindelige vektorer:

PGk
W=UXV=|u, u, u,
vV, oV, vy

Af definitionen pa vektorproduktet ses umiddelbart, at 3. koordinat er det samme som
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det,,(u,,v,) ,hvilket medfererat w, ogw har samme retning, hvis der kun tales om

”op” eller "ned”.

Men hejrehandsreglen giver ogsa det samme resultat for de oprindelige vektorer og deres

projektioner, fordi

* Benyttes hgjrehandreglen pa projektionerne og vender tomlen fx opad vil den
stadig vende opad, hvis vi drejer u, opad eller nedad til u og lader handen folge

med. Det forudseettes, at drejningen er mindre end en ret vinkel'.

* Den lodrette plan gennem u og u, deler rummet i to halvrum, hvorvog v,

ligger i samme halvrum. Skal de 4 fingre pege direkte mod v, skal handen rotere om

en akse gennem %, men mindre end en ret vinkel.” Derfor vil tomlen stadig pege

opad, hvis den pegede opad i udgangspunktet. De to vektorprodukter har altsa

begge samme retning (op eller ned.)

Sammenholdes dette med beregningerne fas:

* Det vil sige, at hojrehdndsreglen giver de samme resultater for retningen af

vektorproduktet af rummets vektorer og retningen af vektorproduktet af de

tilsvarende projektioner, hvis der kun ses pa “op” og "ned”.

* Da beregning, som set ovenfor ogsa giver samme resultat og da beregning og
hgjrehandsregel stemmer overens for projektionerne, geelder hgjrehandsreglen ogsa

for alle rumvektorer.

Linjens parameterfremstilling

Linjen 4, der ses pa tegningen til
haijre, er givet som en linje gennem
punktet P, og parallel med
retningsvektoren 7.

Sceetning

Ethvert punkt pa linjen har en
stedvektor, der kan skrives som

OP=0P,+\7 , og hvis et punkt

har denne stedvektor, ligger det pa \

linjen.

1 Tilfeeldet hvor der er tale om en ret vinkel behandles let som et specialtilfeelde
2 Tilfeeldet hvor der er tale om en ret vinkel behandles let som et specialtilfeelde

10




Vektorer i rummet

Bevis

Beviset ligner beviset for den tilsvarende setning i plangeometrien.

En plan

En bestemt plan a kan defineres pa forskellige mader, medens punktmeengden, der udger
planen, er den samme.

Definition I

Givet 3 punkter i a: A, B og C (som ikke ligger pa en ret linje) bestar planen af alle punkter
pa alle linjer, der kan tegnes mellem punkter i planen.

Definition IT

Givet et punkt P, iplanen og to lineeert uathaengige retningsvektorer v, og 7, (dvs.
vektorer med en repraesentant som P, P, , hvor begge punkter ligger i planen), er

x ||| x Xo
a={{ y|| v |=| v, |74 0r 7y R 0ER
z z Zy

Definition IIT

Givet et punkt P, iplanen og en normalvektor 7 (dvs. en vektor, der star vinkelret pa
alle retningsvektorer i planen), er

x| [ X %o
a=i| y|l{ y=y, | 7=0
z z—z,
Bemaerkning

Star en vektor vinkelret pa to lineaert uafheengige retningsvektorer i en plan, star den
vinkelret pa alle vektorer i planen.

Definition IV
Givet ligningen ax+by+cz+d=0 ,er
X

a=i{|y|lax+by+cz+d=0
z

11
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Dvelse 7

Vis at definitionerne er aekvivalente og at bemaerkningen er sand.
a

Visat 7i=|p| er ennormalvektor til planen.
c

Skeeringspunkter og -linjer

Skeeringspunkter og -linjer kan i GeoGebra findes med kommandoen Skeering[Objekt ,
Objekt]; svar kan veere et punkt oplyst med koordinater, et givet med
parameterfremstillingen eller udefineret / ?. Det sidste svar kan forekomme, nar der ikke
er nogen skeering og nar linjer / planer er ssmmenfaldende. Sadanne svar kraever altsa en
(let) ekstra undersogelse.

1. Linje - linje

For to linjer er der 4 muligheder: de to linjer kan veere identiske og sa er alle linjens
punkter skeeringspunkter, eller de kan vaere parallelle, og sa er der ingen
skeeringspunkter. De kan skeere hinanden i et punkt eller de kan veere vindskeeve, og sa er

der ingen skeeringspunkter. Det sidste kan du illustrere med dine underarme: kryds dem
og lad den ene veere lidt hgjere oppe end den anden (sa armene ikke rorer hinanden.)

Sammenfaldende Parallelle Skeerende Vindskaeve

Eksempel pd beregning
Der er givet 2 linjer med parameterfremstillingerne:

X -1 3 0g X
y|I=| 0 [+A]-1 y|=l-1[+A| -2
z 1 -2 z

12



Vektorer i rummet

Vi skal sa finde en veerdi af lambda for hver linje, saledes at alle tre koordinater bliver ens.
De kan findes alene ved at lase ligningerne, hvor de to ferste koordinater bliver ens.
Findes der et skeeringspunkt, skal 3. koordinat automatisk blive ens i fremstillingerne.

3 -1 33
-1 2 -1 -1
—1+3), 2+1M, 3 —1}|[n, 3 5 0
= o = oM = ===1,\,= =—-=0
(O—l)\1 —1-2A, (—1 2 )(kz -1 : 5 ? 5
3 -1 3 -1
-1 2 -1 =2
x| [—1 3 2
Benyttes forste parameterfremstilling fas: | y|=| 0 |+1|—1|=[ -1
z 1 =2/ \-1
x 2 1 2
Benyttes anden parameterfremstilling fas: | y |=|-1 [+0|-2|=| -1
z] \-1 1 -1

Da ogsa 3. koordinat bliver den samme for begge linjer, findes der et skeeringspunkt, som
her er:

2
S=[—_1
—1

2. Linje - plan

Der er givet en plan defineret ved en ligning i x, y og z og en linje med en
parameterfremstilling baseret pa punktet P, og retningsvektoren r.

Der er nu 3 muligheder: Linjen kan skeere planen i et punkt, linjen kan ligge i planen og sa
er alle linjens punkter “skeeringspunkter” eller linjen kan ligge parallelt med planen uden
at skeere denne.

Beregningsmetode

Ved indsaetning af parameterfremstillingens koordinater i planens ligning fas:

a Xo ry
a(x,+hr)+b(y,+Ar,)+c(zy+hr)=—d< | b|- Vo |t M | |[F—den-i+hi-F=—d
¢ 2y s

idet stedvektoren til P, kaldes u (og har samme koordinater som punktet) og

13
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normalvektoren n har koordinaterne (a,b,¢).
Hyvis retningsvektoren er parallel med planen er n og r ortogonale og nr =0.
1. Hvisnr=00g n-u=—d ligger Pyiplanen og sa ligger hele linjen i planen.
2. Hvisnr=00g n-u#—d ligger Pyikke i planen og linjen skeerer ikke planen.

3. Hvis nr#0 har ligningen en entydig losning for A; denne indseettes i
parameterfremstillingen for at finde skeeringspunktet.

3. Plan - plan

To planer kan skeere hinanden i en linje eller de kan vaere sammenfaldende eller de kan
vaere parallelle. Vi finder linjen eller planen eller at der ingen skeering er ved at lase to
ligninger med to ubekendte. De kan skrives som matrixligningen:

a, b ¢ * :_dl
a, b, ¢, JZ} —d,

Er der en modstrid i ligningssystemet skyldes det, at der er tale om parallelle planer. Er
der en fri variabel, er der tale om at skeeringen er en linje, er der to er det en plan.

4. Linje - Kugle

Beregningsmetoden ligner skeeringen mellem linje og plan: Her bliver ligningen dog en
andengradligning med 3 muligheder: linjen kan ga gennem kuglen (2 losninger), linjen
kan tangere kuglen (1 lasning) eller linjen rerer ikke kuglen (0 lesninger).

5. Plan - Kugle

Afhaengig af afstanden fra kuglens centrum (se ligningen side 20) til planen kan der veere
ingen eller et skeeringspunkt eller en cirkel som skeeringskurve. Lasningen er beslegtet
med 5. Kugle - Kugle. (Se nedenunder)

6. Kugle - Kugle

Du skal finde skeaeringen mellem to kugleoverflader. Det er let at se, at der er flere mulig-
heder: kuglerne kan veere sa langt fra hinanden, at der ingen punkter er felles eller den
ene kan veere helt inden i den anden, og sa er der heller ingen punkter feelles. Afstanden
kan oga veere sadan, at de lige rorer hinanden i et punkt eller den tredje mulighed: De
skeerer hinanden og feellesmaengden er en cirkel. Det er den sidste situation, vi vil under-
soge.

14



Dvelse 8

Find parameterfremstillingen for cirklen, der er feelles for kuglerne K, og K, som har

centrei hhv. C,=(-3,-1,2) og C,=(1,1,6) ogradier r,=4 og r,=3.

Metode

1.

Indtast kuglerne som defineret
her

Find skeeringen mellem dem

Rediger cirklens (keglesnittets)
egenskaber hvad angar farve og
stregtykkelse, sa den kan ses
klart og tydeligt.

Din tegning skal ligne denne:

I algebravinduet kan du se det

Vektorer i rummet

sva

1.

r, vi leder efter.

c(t) er en stedvektor til et
punkt pa cirkelperiferien. —
Det beregnes ved hjeelp af stedvektoren til centrum og en vektor fra centrum til
et punkt pa periferien, der atheenger af ¢.

Forste opgave er at finde stedvektoren til centrum C:

1. Centrum ma ligge pa linjestykket C,C, med leengden a. (Hvorfor pa C,C, ?)

2. Beregn leengden af linjestykket

3. Find en formel til beregning af leengden af linjestykket C,C og find den.(Benyt
formler fra algebra og plangeometri til at vise, at: lcengden=a1=az+2r—i_}€ )

4. Beregn vektoren u= c.C

5. Find koordinaterne til C

15
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7. Nu vil vi finde to vektorer i samme plan som cirklen, der star vinkelret pa
hinanden. De skal begge sta
vinkelret pa vektor C_lf'z .
Hvorfor?

1. Indtast vektorerne i, j, k i
GG. (Det er enhedvektorerne
pa de tre akser.)

2. Hojsten af 4, j, k kan veere 10
parallel med u. Veelg en, der
ikke er parallel med u, fx k.

3. Beregn vektorproduktet
vi=uxk

4. Beregn vektorproduktet
V,=uXv,

5. Tegnes vektorerne med C
som begyndelsespunkt,
ligger de begge i samme plan
som cirklen (der er skeering
mellem kuglerne.)

6. Beregn enhedsvektorerne
¢, og €, medsamme

retninger som v, og v,

7. Benyt GG's kurvekommando
til at tegne cirklen

8. Kontroller, at de to cirkler er
sammenfaldende

9. Hvad er ens og hvad er forskelligt i de to cirkelfremstillinger? Hvorfor?

16



Vektorer i rummet

Vinkler

1. Linje - Linje (Vektor - Vektor)

Vinklen mellem linjer males som vinklen mellem deres retningsvektorer. Det betyder, at
selvom linjerne ikke skeerer hinanden (altsa er vindskeeve), tales der stadig om vinklen
mellem dem.

Vinklen findes som vinklen mellem linjernes retningsvektorer med formlen:

i -v=|u|-]v|cos(a) , se side 5. Skalarproduktet kan veere positivt eller negativt. Men
valgte man en modsat rettet retningsvektor for den ene linje skifter fortegnet for vinklen
og man far i stedet supplementvinklen som lesning. Vinkler mellem linjer angives som
vinkler mellem 0° og 180°. Er opgaven at finde en spids eller en stump vinkel er svaret
entydigt; ellers er der to svar.

Bemeerk, at GeoGebra kan finde vinkler mellem linjer, men kun hvis de skaerer hinanden.

2. Linje - Plan

For at finde vinklen mellem en linje og en plan (a), findes forst vinklen mellem linjen og
planens normalvektor ().

Vinkel mellem vektorer er spids: o = 90° - B | Vinkel mellem vektorer er stump: o = 8 -90°
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Rumgeometri2

Plan (fra siden)

Plan (fra sidgen)

1. Er denne vinkel (B) spids, findes vinklen mellem linje og plan (&) som

komplementvinklen a = 90°- .

2. Er denne vinkel (f) stump, findes vinklen mellem linje og plan (&) som a =f - 90°,
der er komplementvinkel til den stumpe vinkels supplementvinkel

3. Plan - Plan

Planer kan skeere hinanden eller veere parallelle. I begge tilfaelde kan vinklen mellem dem
findes som vinklen mellem deres normalvektorer. Bemaerk, at der altid er to mulige svar:

Vinkel mellem planer (rod B) og mellem
normalvektorer (a gron)

Samme planer set som vinkelret snit pd
skeeringslinjen
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Vektorer i rummet

en spids vinkel og den tilsvarende stumpe supplementvinkel.

Med GeoGebra kan du fa forskellige svar, nar du beregner vinklen med planer hhv.
normalvektorer. Derfor: Benyt normalvektorer og veer sikker pa, at de har de rigtige
retninger. Se metoden i eksemplet herunder.

Vinkelberegning i en pyramide

Givet en pyramide med grundfladen ABCD og toppunkt T. Opgaven er at finde den indre
vinkel mellem sidefladerne ABT og BCT.

Figur 1 Figur 2 Figur 3

De tre figurer herover viser alle den samme pyramide pa 3 forskellige mader. I figur 1 ses,
at der fra 3 af grundfladens hjorner er tegnet vektorer til T. Med disse vektorer er beregnet
normalvektorer som vektorprodukter af disse. Nu er det vigtigt, at disse normalvektorer
far den rigtige retning, sa vi ger sddan:

1. For sidefladen BCT vil vi danne en normalvektor, der gar "ind i" pyramiden. Derfor
skal ny.,=k, Xk, .(Tjek: Tegn en repraesentant for k, fra B og benyt hojrehands-
reglen.)

2. For sidefladen ABT vil vi danne en normalvektor, der gar "ud" . Derfor skal

n zr=kiXk, .(Tjek: Tegn en repreesentant for k, fra B og benyt hgjrehandsreg-
len.)

3. Nu findes vinklen mellem disse to normalvektorer.

4. Pafigur 2 og 3 ses pyramiden fra toppen med B lig under T. Pa den sidste tegning
ses, at benyttes linjen gennem B og T som haengsel og drejes siden BCT over til BAT,
vil vektor n,., dreje overivektor n g, .

5. Konklusion: Vinklen mellem flader / planer er den samme som mellem
normalvektorerne (defineret pa denne made.)

Afstandsformler

Vi kan finde afstande mellem punkter, linjer, planer, punkt og linje, punkt og plan samt
linje og plan.
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1. Punkt - Punkt

Sceetning
|PP0|=\/(x—x0)2+(y—yo)2+(z—zo)2

som er en triviel folge af Pythagoras seetning.

Kuglens ligning
En kugle med centrumi (x,y,.z,) ogmed radius r har ligningen

(x—x0)2+(y—y0)2+(z—zo)2=r2

Eksempel
Lad x*—2x+)y 4+4y+z—6z=2

Vi vil finde centrum og radius for denne
kugle ved en omskrivning af ligningen:

Koefficienterne til x, y og z halveres sa
venstre side kan omskrives:

(x*=1P=1+(y+2)—4+(z-3)-9=2o
(=1 +(y+2)+(z—3)’=2+14e
(X*=1)P+(y+2)+(z=3) =4’

hvoraf ses, at

Centrum er (1, -2, 3) og radius er 4

2. Punkt - Linje

For et punkt P(x,y,z) og en linje med
parameterfremstillingen X=P +A7 fas

afstanden ved at beregne arealet af en trekant (se naeste side) pa to forskellige mader:

Fra P, tegnes retningsvektoren 7 til punktet A; det er grundlinjen i en trekant med P
som det tredje punkt. Trekanten 4P P, udspeendes af vektorerne 7 og P,P ;derfor
kan arealet findes med formlen:

1 - —_—

T=5|FxP,P

Men da linjen med den korteste afstand star vinkelret pa linjen I (i Q), kan arealet ogsa
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Vektorer i rummet
beregnes som:
T=L dist 7|
2
dist findes sa med ligningen:

—_—

l"><P P —ldist-|7| som
2|7 T

Q kan nu findes som skeeringspunkt med linjen og kuglen med centrum i P og radius dist
(dvs. det punkt linjen tangerer kuglen.) Alternativt (og lettere) kan Q findes forst, idet vi
finder projektionen af P,P pa 7 ( P ).

7P, P

3
7

p=

-

7T

Q har s koordinater som stedvektoren 0Q=0P,+P,0=0P,+p

Afstanden kan nu ogsa findes som afstand mellem punkter.

Eksempel
1 =5 -3
Lad P=|2| oglinjen/givetved: X=| 3 |+A[-2
3 2 5

Opgaven er at finde afstanden fra P til | og at finde punktet Q pa [, der ligger teettest pa P.
Retningsvektorer findes direkte af linjens parameterfremstilling og vektoren fra punkt til
punkt ved subtraktion:

-3 1 =5 6
F=|=2[; P P=[2|-| 3 |=|-1
5 3 2 1

Disse vektorer indseettes i dist=

|7l

3 Sammenlign med Projektionsvektor. Vektorer i Planen, Vektorer (IM 2014) og den tilsvarende formel i
Projektioner og ortogonalitet, Linezer Algebra (IM 2015)
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-3 6 3
-2 IX[-1 33
5 1 15
36,37
] = = = 2 :5 90
dist 6.16 >
-3 -3
-2 -2
5 5

For at finde Q projiceres vektoren

6
P,P=|-1]| ind pa retningsvektoren
1
-3
7=|-2| som p
5
=3\ 6
-21f-1 Bemeerk: Udtrykket pa breken er en skalar,
- |5 13 0.87 der multipliceres med retningsvektoren
p= —21=] 0,58 . .
~3|[-3|| 5 145 leengst til hojre.
5 5
-5 0,87 —4,13
Derfor bliver QO=| 3 |+| 0,58 |=| 3,58
2 —1,45 0,55
—4,13
Afstanden mellem P og linjen [ er 590 og O=| 3,58 | er punktet pa [, der er teettest pa P.
0,55
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3.Linje - Linje

Det er vindskeeve linjer, der er
interessante: Den korteste afstand
mellem to sddanne (I og m) er
leengden af et linjestykke a, der star
vinkelret pa begge linjer. a har sa en
retningsvektor 7 , som er
vektorproduktet af de vindskaeve
linjers retningsvektorer.

Laves der planer vinkelret pa a i
endepunkterne, vil det ene plan
indeholde ! og det andet plan m.
Lad punkterne P/, og Pm, vere
givne punkter pa hver sin linje.
Leengden af vektoren P, Pm, 's
projektion pa 7 er saleengden af a
og dermed afstanden mellem
linjerne.

7 - Pl, Pm,
dist=——1
hvor #=r Xr,
@vrige Projektioner

1. Vektor - plan

Vektorer i rummet

Givet planen a og vektor u. u, er den sogte projektion pa planen og u, er projektionen pa

normalvektoren. Sa geelder:

=)
3

[

-

u=u +il, ou =u—il =i

Y
—
3

23



Rumgeometri2

2. Vektor - Vektor
Se Projektionsvektor (side 6)

3. Punkt - Plan

Fra et vilkarligt punkt P, iplanen findes vektoren til P: P,P .Find projektionen af
denne vektor pd planen: p (Se punkt lige ovenover.). Lad Q veaere projektionen af P pa
planen. Sa bliver stedvektoren til Q: OQ=0P,+p , hvor O er origo.
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Den typiske eksamensopgave

Den typiske eksamensopgave

Opgaven

7(0,0,20)
F(20,20,0)
C(—20,20,0)
- D(—20,—20,0)
y
F
8]
A B

En pyramideformet bygning skal bygges pa en skraning. P& figuren ses en model af bygningen

indtegnet i et koordinatsystem med enheden 1 m. Modellens fem hjernepunkter betegnes A4, B,

C, D og T. I modellen svarer kvadratet EFCD til et vandret gulv i bygningen, og firkanten

ABCD svarer til bygningens grundplan. Firkanten ABCD er en del af planen o med ligningen
x+3z420=0.

a) Bestem afstanden fra 7' til « .

b) Bestem vinklen mellem « og sidefladen, der indeholder 7, D og C.

c) Bestem en parameterfremstilling for linjen gennem 7 og F, og bestem koordinatsattet til
punktet B i planen « .
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Lesningen
Der er oplyst om en pyramideformet bygning:

* atden har et grundplan: firkanten ABCD som er en del af planen o med ligningen:
x+3z+20=0

* Kvadratet EFCD er et vandret gulv i bygningen
* Koordinaterne til punkterne T, F, C og D er oplyst
* Leengdeenheden er meter

a) Afstanden fra T til a

Bygningen konstrueres som model i GeoGebra ved indtastning af planens ligning og
punkternes koordinater.

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktgj Vindue Hjeelp - | .‘ = &
oAv /’(v J(v b C!Dv 8 - : Nugfletri:" BaSiS‘Farve|StiI|Avanceret|Scripting|
» Algebra vindue b 3D Grafik Plan Navn: |dist
Numerisk
 dist= 25.3 ® o | Definition: AfstandT, ]
£ > _ [
~ Plan
~@ a:x+3z=-20
~ Punkt
~@® C=(-20, 20, 0)
- @ D= (-20, -20,0)
- @ F=(20, 20, 0)
“® T=(0,0,20) 0
.F
5 10 15 20 25 30
< >

=

Med a-fstandsfu
Afstanden = 25,3 meter

~ . i | A2
ktionen findes afstanden mellem T og a:

b) Vinklen mellem sidefladen TDC og planen «

Vinklen findes af GeoGebra som vinklen mellem a og f (planen bestemt af punkterne T, D
ogC.)

Vinklen = 63,4°

Pa figuren neeste side ses planerne neesten lige fra siden og sidefladen TDC anes (bl4).
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Den typiske eksamensopgave

Fil Rediger Vis Indstilinger Veerktgj Vindue Hjzlp Logget ind som IBM42

[R] o*)L~1 2D D) 1z

} Algebra vindue
Linje
~@ a: X=(0,0,20) + A (20, 20, -20)
Linjestykke
~® c=34.64
~@ d=34.64
~@ t=40
Numerisk
dist = 25.3

Linjen a tegnes som en ret linje gennem punkterne T og F. Parameterfremstillingen kan sa
afleeses i algebravinduet som:

X 0 20

yI=[ 0 |+A] 20

z 20 -20
c2) Punktet B

Idet det forudsaettes, at B ligger pa linjen 4, findes B som skaeringspunkt mellem a og a.
B=(40,40,-20).

(Se tegning naeste side)
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3D-opgaver fra drene 2012-13

3D-opgaver fra arene 2012-13

Los opgaverne uden hjeelpemidler (undtagelsesvis med lommeregner for at finde en
vinkel) og derefter med alle hjeelpemidler.
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Opgave 12

30

4(0.0, 4.0, 7.3)
B(—5.3,4.0,7.3)
C(-5.3,10.0,7.3)
D(—3.8,10.0, 4.0)
E(—3.8, 8.0, 4.0)
F(0.0, 8.0, 4.0)

Pa figuren ses en model af et hus i et koordinatsystem med enheden meter pa alle akser.
a) Bestem en ligning for den plan «, der indeholder tagfladen BCDE.
Det oplyses, at den plan (3, der indeholder tagfladen ABEF, har ligningen

17,49y +21,20-z — 224,72 =0.

b) Bestem den spidse vinkel mellem tagfladerne BCDE og ABEF.



3D-opgaver fra drene 2012-13

Opgave 10
A(2,0,0)

B(0,0,3)
C(~2,0,0)
D(0,2,0)

Figuren viser en model af et pyramideformet drivhus bygget op ad en mur.
Koordinatsattene for drivhusets hjorner er angivet pa figuren. Alle mal er i meter.

a) Bestem en ligning for den plan, der indeholder glasfladen ABD.
Det oplyses, at den plan, der indeholder glasfladen BCD, har ligningen

—3x+3y+2z=6.

b) Bestem vinklen mellem de to glasflader.
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Opgave 10
en model af en af de tre pyramider.

a) Bestem ligningen for den plan o, som fladen ABD er del af.
Det oplyses, at den plan G , som fladen BCD er en del af, har ligningen
y+z=3.

b) Bestem den spidse vinkel mellem fladen ABD og fladen BCD.

I et stykke legetoj gar det ud pa at samle tre pyramider, s& de danner en kube. Figuren viser

A(3,0,0)
B(3,3,0)
C(0,3,0)
D(0,0,3)



Opgave 13

3D-opgaver fra drene 2012-13

A(16, 16,0)
B(~16,16,0)
C(—16,—16,0)
D(16,—16,0)

P& figuren ses en skev glaspyramide indtegnet i et koordinatsystem med enheden dm pa
akserne. Glaspyramidens bund er kvadratisk, og koordinatsattene for hjernepunkterne er
angivet pa figuren. Pyramidens hejeste punkt betegnes 7. Linjen /, der gar gennem punktet 4
og punktet 7, har parameterfremstillingen

X 16 =27
y|=|16|+s:| 16 |, hvor seR .
z 0 23

a) Bestem en ligning for den plan «, der indeholder glaspyramidens sideflade A7B5.
Den plan 3, der indeholder sidefladen BCT, har ligningen

23x —5z+4+368=0.

b) Bestem koordinatsettet til 7, som er skeeringspunktet mellem / og G .

¢) Bestem den stumpe vinkel mellem @ og .
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Opgave 14 Y

4(20,25,0)
B(20,—25,0)
C(-5,10,0)
D(0,0,21)
E(—12,0,100)

X

Pa figuren ses et guitarstativ indlagt i1 et koordinatsystem, saledes at stativets tre foedder
ligger i punkterne A, B og C. I punktet £ er der monteret et gaffelophaeng, som guitaren
haenger i, saledes at guitarens krop stetter pa de to ben AD og BD.

a) Bestem en ligning for den plan «, der indeholder de to ben AD og BD.

b) Bestem en parameterfremstilling for den linje /, der gar gennem punkterne D og E, og
bestem den stumpe vinkel mellem / og « .
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3D-opgaver fra drene 2012-13

A(5,3,3)
B(3,5,3)
C(0,0,6)
D(5,0,3)
E(0,5,3)

X
Figuren viser en model af et vindfang indtegnet i et koordinatsystem, hvor enheden pa
hver af akserne er meter. Koordinaterne for nogle af vindfangets hjernepunkter er angivet
ovenfor. Vindfangets glastagflader bestar af tre trekanter, og vindfangets sider bestar af to
kvadratiske glasflader pa hver 3m x 3m.
a) Bestem en ligning for den plan, der indeholder tagfladen ABC.
Det oplyses, at den plan, der indeholder tagfladen ACD, har ligningen

9x+15z—-90=0.

b) Bestem den stumpe vinkel mellem tagfladerne ACD og ABC.

¢) Bestem vindfangets samlede glasareal.

35



Rumgeometri2

Stikordsregister

AfstandsfOrmIer...........cooiiiiiii 19
ATealSatNINGeNN......c.ciiiiiiiiiic s 8
€ZENEIG VEKLOT......oiiiiiiiiiiiiici s 4
HojrehdndSreglen........ ... 8
NGITESYSEOIML. ...ttt 4
Linjens parameterfremstilling...........ccccoovvniiiiiiiiniiiiiiccccc s 10
NOTMNAIVEKEOT ...t 11
INUIVEKLOTON.....coiiiiii !
planen, En plan.........cciiiiiii e 11
PLIKPTOAUKLEL......vee 5
ProjektioNSVEKLOT. .....couiuiiiiiiiiiiicc e 6
Regneregler for skalarproduktet............cocooiiiiiiiiiiiii 5
Regneregler for vektorproduktet...........ccoiiiiiiiiiiiiiii 8
Regneregler, VEKLOTeT ..o 5
TEtNINESVEKEOTET .....oviiiiiiiiiiiiic e e 11
Skalarprodukt (Definition)..........ccccccciiiiiiiiiiiiiiic e 5
Skeeringspunkter 0g -lINJer..........ccoiiiiiiiiiiiniiii e 12
SEEAVEKLOT.....iiiii s !
VeKtOTPIrOAUKL.....c.coviiiiiiiiiiiiiicc e 7
Vinklen mellem VEKtOTeT..........cccciiiiiiiiiiiiiic 5
VINKIET ... 17
Regneregler for vektorproduktet.............oociiiiiiiiiiicc 8

36



	Indholdsfortegnelse
	Vektorer i rummet
	Definition af vektor
	Øvelse 1. Regneregler

	Skalarprodukt (Definition)
	Øvelse 2. Regneregler for skalarproduktet
	Øvelse 3. Vinklen mellem vektorer
	Lemma
	Bevis for

	Projektionsvektor
	Definition
	Sætning
	Bevis

	Vektorprodukt
	Definition
	Øvelse 4. Ensbetydende definitioner
	Sætning
	Øvelse 5
	Øvelse 6. Regneregler for vektorproduktet
	Arealsætningen

	Sætning; Højrehåndsreglen
	Sætning
	Bevis

	Linjens parameterfremstilling
	Sætning
	Bevis

	En plan
	Definition I
	Definition II
	Definition III
	Bemærkning
	Definition IV
	Øvelse 7

	Skæringspunkter og -linjer
	1. Linje – linje
	Eksempel på beregning
	2. Linje – plan
	Beregningsmetode
	3. Plan – plan
	4. Linje - Kugle
	5. Plan - Kugle
	6. Kugle - Kugle
	Øvelse 8

	Vinkler
	1. Linje - Linje (Vektor - Vektor)
	2. Linje - Plan
	3. Plan - Plan
	Vinkelberegning i en pyramide

	Afstandsformler
	1. Punkt - Punkt
	Sætning
	Kuglens ligning
	Eksempel
	2. Punkt - Linje
	Eksempel
	3. Linje - Linje

	Øvrige Projektioner
	1. Vektor - plan
	2. Vektor - Vektor
	3. Punkt - Plan


	Den typiske eksamensopgave
	Opgaven
	Løsningen

	3D-opgaver fra årene 2012-13
	Stikordsregister

