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Introduktion

Vi omtaler polynomier, fordi det er nogle enkle funktioner, der ofte kan bruges til at
modellere forhold i den fysiske verden. Nogle fa eksempler pa dette demonstreres i
ovelserne "Det Matematiske Pendul” og “Toricelli I”.

Ogsa vigtigt er det, at ellers komplicerede beregninger af funktionsveerdier kan laves
uhyre enkelt, hurtigt og nejagtigt med disse funktioner.

Endelig — vil matematikere heevde — er de interessante i sig selv :-)






Andengradspolynomium og andengradsligning

Definition af et polynomium

Et reelt polynomium af en reel variabel er en funktion med en forskrift, der kan skrives pa
formen
f(x)=a,x"+a,_, x""'+..+a,x+a, .

Det forudseettes her, at a,#0 ; polynomiet kaldes sa et n-tegradspolynomium. Er n =0 og

a,#0 kaldes polynomiet et nultegradspolynomium. n kaldes polynomiets grad. Er
forskriften f (x)=0 , kaldes polynomiet nulpolynomiet (og dets grad er udefineret (eller
evt. -o0)).

Et eksempel: andengradspolynomiet

Andengradspolynomiet har forskriften f(x)=a,x’+a,x+a, , men oftest skrives
forskriften generelt som f (x)=ax’+bx+c .

ODvelse 1
 Indtasti GeoGebraa=1,b=0,c=00g f(x)=ax’+bx+c

¢ Lav en skyder for parameteren a og bevaeg den langomt frem og tilbage mellem
-5 og 5. Beskriv, hvad der sker med grafen.

¢ Lav en skyder for c og beskriv, hvad der sker ved aendringer af dennes veerdi.
« Beregn d=b"-4ac
—b—(d)

—b+V(d)
2a 2 2a

* Beregn x =

« Tegn punkterne 4=(x,,0) og B=(x,,0)

* Benyt skyderne til at @endre funktionen. Hvilken sammenhzng er der mellem
graf og punkter?

Et polynomiums redder
Et polynomium redder er lesningmaengden til ligningen f (x)=0

Punkterne A og B, du fandt i ovelse 1, er grafens skaringspunkter med x-aksen. Punkternes
x-veerdier er polynomiets radder.

Vi vil vise, hvorledes man kan finde andengradspolynomiets redder:
f(x)=0=ax’+bx+c=0

Som det ses, svarer det til at lose ligningen til hgjre (kaldet andengradsligningen).



Polynomier

Andengradsligningen
Ligningen: a x’+bx+c=0

ax’+bx+c=0=4aax’+4abx+dac=4a -0 (1)

Pa begge sider af lighedstegnet er der multipliceret med 4
a. Det er tilladt, da vi forudseetter, at a#0 ;ellers var der
hverken tale om andengradspolynomium eller

andengradsligning.
4a’x*+4abx+4ac=0=4a"x’+b’+4abx+4ac=0+b (2)
[ ligningen adderes b’ til begge sider og a a =a’
4a° X +b°+4abx+4ac=b"=4a" X’ +b’+4abx+4ac—4ac=b"—4ac 3)
og 4 a ¢ subtraheres
4a° X +b°+4abx+4ac—dac=b"—4ac=4a’ X +b°+4abx=d (4)

Udtrykket pa hgjreside kaldes diskriminanten, som
skrives d. Navnet skyldes, at der diskrimineres (gores
forskel) afheengig af veerdien af d. Pa venstresiden
forsvinder 4ac - 4ac.

4a’x*+b+4abx=d=(2ax+b)'=d (5)
Venstresiden omskrives v.hj.a. 1. kvadratseetning.
1. Antag, at d <0

I sa fald ses det, at venstresiden altid er positiv eller nul, og at ligningen aldrig kan blive
sand. Ligningen har ingen lasning eller sagt pa en anden made: losningsmaengden er tom.
Det skrives:

L=(}=40
2. Antag, at d 20

(2ax+b)2=d©2ax+b=i\/m (6)
I disse tilfaelde kan kvadratroden beregnes.
2ax+b=i\/m@2ax=i\/@—b (7)
I ligningen subtraheres b pa begge sider
2ax=i¢(gy_b©x=—b§7i(d) @)

og der divideres med 2 a pa begge sider.
I disse tilfeelde fas 1 losning (eller 2 sammenfaldende lasninger) hvis d = 0, og 2 lesninger,
hvis d > 0. Lesningsmaengden kan skrives:

| =b+V(d) —b-(d)

L:{xl’le_ 2¢ 2a




Andengradspolynomium og andengradsligning

velse 2

* Folg link .https://www.geogebra.org/m/TmzQY]2j

¢ Los mange opgaver! Bemaerk, at der er altid pane lgsninger.

Eksempler pa andengradsligninger

I:ax?+c=0

Nar b =0, loses ligningen let idet

2 2 2 —C
ax +c=0ax =—cex =—
a

Hvis hejresiden er positiv eller nul fas lesningerne

/5 =[ —\/ — +\/ _—C] og hvis hejresiden er negativ, er
a a

L=g

IT: ax?* +bx =0

Nar c =0, loses ligningen ogsa let idet

ax’+bx=0=x(ax+b)=0=x=0 Vax +b=0s sz\/xzi
a

o

III: a(x - a)(x-p) = O
Nar ligningen som her har en faktoriseret venstreside, giver nulreglen umiddelbart svaret:

L=la.B]

IV: Hojresiden z O

Andengradsligninger behaver ikke at veere sa skrevet s paent som a x’+bx+c=0 . Der

kan nemt optreede led pa begge sider af lighedstegnet. I s fald subtraheres led pa

hejresiden fra begge sider. Er der flere led af samme grad, reduceres udtrykket. Som fx:
3x’—4x+7x"=10+5x ©3x"—4x+7x’~10-5x=0=10x"-9x—10=0

V: Substitution

I ligninger som 2x°—4x’+2=0 laves substitutionen y=x’ ;ligningen 2y°—4y+2=0
loses og for hver lesning  y, loses ligningen x’=y, .


https://www.geogebra.org/m/TmzQYJ2j

Polynomier

Ovelse 3
Los ligningerne
1. (x+4)(x—2)=0 5. x*-2x+1=0
2. X+2x-8=0 6. x'—x"-2=0
3. 4x—16=—24" 7. 2x77y=-12
—5x+3y =1
4. (2x+3)-1=0 8. (x+7)(x—7)=(2x—3]' =49

Faktorisering af andengradpolynomiet

Antag, at polynomiet har to redder (som kan vaere sammenfaldende): a og 8. Sa geelder,

at:
_—b+Vd —b=\d _—2b_—b
ath= 2a * 2¢  2a a ®)
0g
. _B:—b+\/c7_—b—x/c?z(—b)z—(\/cﬂzzbz—d:bz—b2+4ac:4ac:£ 10)
2a 2a (2a) (2a) (2a) 4a° a

Derfor kan funktionsforskriften omkrives:

f(x)=ax’+bx+c=ax’—alo+p)x+alop)=a(x’—(a+p)x+ap)=a(x—a)(x—p) (11)

Redder i normeret andengradspolynomium

At polynomiet er normeret vil sige, at 2 =1 (og generelt at a, =1). Antag igen, at polynomiet
har to redder (som kan veere sammenfaldende): a og . Sa felger umiddelbart:

oat+p=—b og o P=c

Ovelse 4

«  Get pa lesningen til andengradsligningen: x°—7x+12=0

10



Andengradspolynomium og andengradsligning

Parablen
Grafen for et andengradspolynomium kaldes en parabel

Punktet pa parablen, hvor y-veerdien er mindst, nar
parablens grene vender opad, eller storst, nar de
vender nedad, kaldes toppunktet.

Betragtes polynomier, hvor b =0 og ¢ =0, ses det
nemt, at toppunktet T = (0,0). Ligeledes ses det, at f er
en lige funktion, dvs. at f(x) = f(-x) , da

x’=(—x)’ .Detbetyder, at y-aksen er en
symmetrilinje for parablen.

Ovelse 5

« Indtast forskriften for fi GeoGebra, hvor f(x)= % x°

» Skriv i inputfeltet: u = (0,3). Bemeaerk: det er to tal, der adskilles af et komma. Du
tar tegnet en lodret pil (kaldet en vektor.)

* Marker i billedmenuen under "Spejl i linje" "Parallelforskyd med vektor".
¢ Lav sa en parallelforskydning ved at klikke pa f, dernaest klikke pa u.

* Du far sa tegnet grafen for funktionen f;. Undersog, hvorledes forskriften har
e@ndret sig sammenlignet med forkriften for f.

* Skriv i inputfeltet: v = (2,0).
* Lav sa en parallelforskydning ved at klikke pa f, dernaest klikke pa v.

* Du far sa tegnet grafen for funktionen f,. Undersog, hvorledes forskriften har
@ndret sig sammenlignet med forkriften for f.

* Lav endelig en parallelforskydning ved at klikke pa f,, derneest klikke pa u.

* Du far sa tegnet grafen for en ny funktion. Undersog dennes forskrift

sammenlignet med forkriften for f.

11



Polynomier

Sceetning om parabler

En vilkarlig parabel, der er graf for funktionen f(x)=ax’+bx+c ,kan fas som en
parallelforskydning af grafen for g(x)=ax’ , hvor den sidste parabels toppunkt i (0,0)

forskydes til den forste parabels toppunkt 7= % , _—Z) . Parablen har linjen x=;—a
som symmetrilinje
Bevis
Beviset fores ved en omskrivning af forskriften for f:
f(x)=ax’+bx+ce
(12)
f(x)=a X2+2x+£ =
a a
Omskrivning ved at seette 2 uden for en parentes
flw)=al (e L) - 2] 4] (13)
2a 2a a

Det forste kvadrat far et led for meget (sammenlignet med
forrige ligning); derfor subtraheres det neeste kvadrat.

2 p? 4ac©
4a> 44

Neestsidste led er beregnet med reglen for brek

(14)

multipliceret med brgk, sidste led er forleenget med 4a.

PO Bt | 2 R
2a 44°

2
+

f(x)=a (15)

+— (16)

Anvendelse af den distributive regel og forkortning.

Heraf ses, at grafen for f er en parallelforskydning af grafen for g. Yderligere ses, at
toppunktet T (for f) er:
b

b —d e . —
T j— =
=\ 74 74| ©8 at symmetrilinjen er flyttet fra x=0 til x >

12



Andengradspolynomium og andengradsligning

Monotoniforhold

Er a > 0 er funktionen aftagende til og med x-veerdien i toppunktet og voksende fra og
med denne veerdi.

Er a <0 er funktionen voksende til og med x-veerdien i toppunktet og aftagende fra og
med denne veerdi.

Parametrenes betydning

For funktionen givet ved f(x)=ax’+bx+c geelder:

1.
2.

a >0 medferer, at parablens grene vender opad, a2 <0 medferer, at de vender nedad.

b er heeldningskoefficienten for tangenten til parablen i punktet (0, c). Dette vises
senere i Differentialregning.

Punktet (0, c) er parablens skeeringspunkt med y-aksen.

d >0 medferer, at parablen skeerer x-aksen i to forskellige punkter, d = 1 medferer,
at parablen rorer (tangerer) x-aksen i et punkt og d <0 medforer at parablen ikke
skeerer x-aksen.

Ovelse 6

For hver af graferne herunder skal du redegore for parametrenes og diskriminantens
fortegn. (Du kan benytte, at b har samme fortegn som heaeldningskoefficienten til
tangenten i parablens skeeringspunkt med y-aksen.)

f h
6

5

1 3 4 5 6 8

13



______________________________________

P0|yn0mi€f': et overblik 6 """"""""""""

Til hejre ses nogle typiske grafer for polynomier T ;

fra nultegradspolynomiet (en konstant funktion) B S S

overst til fjerdegradspolynomiet nederst. Bemeerk, 0
-2 -1 0 1 2 3 4

at der bliver mulighed for flere og flere skeerings- | | Py R R

punkter med x-aksen. Dog behgver der ikke at .

veere nogen: Fx. i fjerdegradspolynomiet kunne

man gore konstantleddet 8 storre, og sa ville gra- S SRS S St M St

fen ikke skeere x-aksen. 6

Lige funktioner

Er f(x) = f(-x) kaldes funktionen en lige funktion

2

Alle polynomier af typen f (x)=a -x*",n€z, er . 2
lige funktioner. =~~~ i A
B R ] S S S S
Ulige funktioner 3
I S S . S S S o
Er f(x) = - {(-x) kaldes funktionen en ulige funktion |
Alle polynomier af typen £ (x)=a -x""' ,n€Z, er — 2
ulige funktioner. 0 /

™

Alle ulige funktioner har mindst et skeeringspunkt
med x-aksen.

Et polynomium med forskriften
f(x)=a,x"+a, ,x""'+..+a,x+a, erenlige
funktion, hvis og kun hvis koefficienterne til led af

ulige potenser er nul. Og tilsvarende er det en
ulige funktion, hvis og kun hvis koefficienterne til
led af lige potenser er nul.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e ool
Entydighedssceetningen N
Hvis to polynomier p og g er identiske, dvs. at p(x) )
= g(x) for alle x € R, da er deres koefficienter 5
identiske. Opskrivningen af polynomier er altsa 2\ 0\ 3
entydlg Lo e 2 N
Beviset hviler p4, at nulpolynomiet kunkan | | B I A N A S
skrives som en potensfunktion, hvor alle i N/ A et o
koefficienterne er nul. Et enkelt bevis fas ved at s S I SRR

1 Seetningen er en direkte folge af en tilsvarende seetning for vektorrum.




Polynomier

lim p(x)—q(x)

X — 00

vurdere .

Divisionsalgoritmer

Hvordan skal bern, der hejst kan teelle til 5, dele en \ ,
stor bunke slik?

De har faktisk nogle metoder:

* Hvert barn kan pa skift fa et stk. indtil
bunken er tom

* Hvert barn kan pa skift fa 5 stk. indtil _
bunken er ved at blive tom; derefter kan der #¢
deles lidt mindre ud ad gangen.

Det minder lidt om den made, du har lert at dividere pa. Lad os vise et eksempel. Beregn
714 :3

Det ses nemt, at resultatet er mere end 200

714 :3=200+7
Hvor meget er nu brugt? 3 x 200 = 600!
Og hvor meget til rest? 714 - 600 = 114!
714:3=200+7
600
114

Hvor meget skal vi nu dele ud? Ser vi blot
pa 10'erne er der 11. Dvs,, at vi kan fordele
90 med 30 til hver, og fa en rest pa 24.
714:3=200+30+"7
600
114
090
024
Der resterer stadig 24 som fordeles med 8 til hver.

714 :3 =200+ 30+ 8 =238
600
114
090
024
024
000

15



Polynomier: et overblik

Bemeerk, at metoden virker - ogsa selvom du uddeler 100 i forste omgang til hver af de 3!
Eller et skort tal som 157. Selv 250 kan bruges, hvis du kan regne med negative rester. Det
vigtige er, at vi til sidst kan se: 714=238 -3 . Sommetider optraeder der en rest. Havde vi
skullet beregne 716 : 3 var svaret 238 med en rest pa 2, jeevnfor: 716=238 -3+2

Polynomiumsdivision

Lad der veere givet 2 polynomier p og g med grader n>m>0 .Hvis p=q -s siges
divisionen at gi op, hvor p er dividend, g er divisor og kvotienten (resultatet) er
polynomiet s.

Eksempel pa division

Ligesom ved division med reelle tal skal vi ved division med polynomier geette pa, hvad
(en del af) resultatet vil blive, sdledes at resten, der skal fordeles, bliver mindre og mindre.
Og det vil vi gore pa en made, s& graden af resten bliver mindre og mindre. Vi skal se, at
vi kan fortseette algoritmen indtil restleddet ihvertfald er en grad mindre end divisors
grad. Bemeerk, at geettene fas som kvotienten mellem leddene af hgjeste grad i hhv.
dividend (rest) og divisor.

Bx* 2x7 X  #3x B :(+1)=3x -2x -2

Forste get er 3x* = 3 x":x*

-3x* +3x°) Som saedvanlig beregnes, hvor meget "der
er fordelt" ved multiplikation af gaet med
divisor. ?

2x7 2 #3x 5 Den forlebige rest fundet ved subtraktion
-(-2x° -2X) Neeste geet er -2 x° : x> = -2 x, hvorefter

produktet af gaet og divisor findes.

2 +5x -5 Den forelobige rest
(-2 -2) Neeste (og sidste) geet er -2
+5x -3 Restpolynomiet

Da restpolynomiet har grad 1 og divisor har grad 2, kan vi ikke komme leengere. Den
oprindelige dividend kan nu skrives som:

3x 24+ x4+ 3x=5=(x"+1) -(3x"—2x—2)+5x—3

2 Her beregnes det “fordelte” og da det skal subtraheres fra den hidtidige rest, seettes det i en
minusparentes. Nar du laver tilsvarende beregner er det hensigtsmeessigt at skrive det beregnede med de
rigtige fortegn foran hvert led. Derefter skrives de modsatte fortegn under hvert fortegn svarende til, at
haeve minusparentesen. Derefter kan den nye rest beregnes uden problemer.

16



Polynomier

Ovelse 7

P& samme made skal du lave polynomiumsdivision: (x’~7x+13):(x—4) og

(3x’=5x—10):(x’-4) og
(x’=x—6):(x—2) og
(3x'=5x"=25x"+45x—15):(x*—9)

Find derefter redderne i alle dividenderne. (Lav kontrol i GeoGebra.)

Saetning om division med rest

Hvis det ikke er muligt at skrive p (med graden n) som p=gq -s , (hvor q har graden m)
kan man i stedet skrive p=gq -s+r , hvor s har graden n-m og r har en grad, der er
mindre end m. Polynomierne s og r er entydigt bestemt.

Bevis

Beviset gennemfores ikke formelt, men hviler pa folgende ide: Forste geet pa s fas ved at
dividere hgjestegradsleddene i p og ¢ med hinanden. Denne kvotient er det forste led i s og
har graden n-m. Derefter findes naeste led i s ved at dividere hojestegradsleddene i p-gs og
g med hinanden. Sdledes fortseettes med at fgje nye led til s (dvs. s @ndres lobende), indtil
p-gs har en grad, der er mindre end m. Og da graden af restleddet p-gs hele tiden falder, og
da der kan divideres sé leenge graden af restleddet p—gs=m , bliver graden af r <m.

Sceething

Lad p veere et polynomium. Sa geelder, at hvis a er rod i p, gér (x-a) opip

Bevis
Antag:aerrodip
Definer funktionen f som f (x)=p(x+a) ,idet p(x)=a,x"+a,,x" '+..+a, x+a,

I hvert af funktionens led skal der beregnes en potens af (x - 27) med undtagelse af
konstantleddet. Fra alle disse led kommer der ved udregningen en reekke konstanter, som
sammen med det konstante led bliver:

a,o"+a, 0" ' +..+a,a+a,=p(a)=0 ,da aen er rod. Konstantleddet i f falder altsa
veek.

Alle andre led vil indeholde potenser af x, hvor eksponenten er mindst 1. Og derfor kan x
seettes udenfor en parentes og f skrives om

flx)=px+a)=x g(x)

17



Polynomier: et overblik

Ved indszettelse af (x-a) i stedet for x, fas
pl(x—a)ta)=(x-a)g(x—a)e p(x)=(x—a)g(x—a)

Definer funktionen g som s(x)=g(x—a) , og substituer i ovenstiende ligning:
p(x)=(x—a)-s(x)

Det betyder, at (x-a) gér op i p (jeevnfor definitionen side 16).

Sceetning

Lad p veere et polynomium. Sa geelder, at hvis (x-a) gar op ip, er arod i p.

Bevis
Antag: (x-a) garopip

Ifolge antagelsen geelder: p(x)=(x—a)-s(x) ;sder p(a)=(a—a)-s(a)=0-s(x)=0 ,
hvilket betyder, at a rod i p.

Sceetning

Lad p veere et polynomium og (x-a) en divisor; sa vil restleddet r veere en konstant og
p(a)=r.

Bevis
Der geelder umiddelbart
p(x)=q(x)(x—a)+r (Se Setning om division med rest, side 17)
Graden af divisor er m =1, derfor er r en konstant.
Ved indseettelse af a fas:

pla)=ql(a)(a=a)+re
pla)=q(a) 0+re
pla)=r

Sceetning: Antal redder
Et polynomium af n'te grad kan have op til n redder.
Det ses nemt af eksemplet herunder:
S (x)=(x=1)(x=2)(x=3)...(x=(n—=1)) (x—n)
som er et polynomium af n'te grad med redderne 1, 2, 3, ... n. Det er ogsa det maksimale

antal rodder, et egentligt polynomium kan have. Nogle polynomier har ingen redder som
fx f(x)=x’+1 .

18



Polynomier

Sceetning: Antal redder

Et polynomium af n'te grad kan hejst have n redder

Et polynomium med k redder kan skrives som
plx)=(x=0,) (x=a,) (x=a)- (x= ) (x—0y) q(x)

Da hgjestegradsleddene pa begge sider skal have samme grad, ma k<n .

Algebraens fundamentalsaetning

Lad p(x) veere et n'te grads polynomium med koefficienter i C (de komplekse tal). Da har
polynomiet n (ikke nedvendigvis forskellige) redder x,,x,,...,x,€C saledes at

p(x)=a,(x=x)(x~x,)...(x~x,) .

Seetningen om antal redder er indeholdt i fundamentalseetningen: Der skal tilfojes et
“hejst”, da nogle af polynomiets rodder (selv om der udelukkende bruges reelle
koefficienter) kan veere komplekse tal, og disse medregnes ikke.

Eksempel pa at finde redder (med geet)
Lad p(x)=x’-2x’-2x-3 oglesligningen p(x)=0

Du far at vide eller kan maske geette, at 3 er en rod. Kontroller dette! Sa vides, at (x-3) gar
op i p. Foretag divisionen, for du leeser videre.

Som resultat heraf fas, at
p(x)Z(x—3)(x2+x+l)

Funktionsverdien er nul, hvis og kun hvis en af de to faktorer pa hajre side af
lighedstegnet er nul.

Den forste faktor er nul, hvis x = 3.
Hvornar den anden faktor er nul indses ved at lose den tilsvarende andengradsligning:

Herer a=b=c=1 og d=1-4-1-1=-3 .Dvs,, at den anden faktor aldrig kan veere nul,
og at ligningen kun har den ene losning: L={3}.

Eksempel pa at finde redder (med substitution)
Lad p(x)=x"-6x’+8 oglesligningen p(x)=0
Erstat midlertidigt x’ med y. S& kan ligningen skrives:

y’~6y+8=0 , men det er jo en almindelig andengradsligning, som har lgsningerne 2 og
4. Kontroller dette.

Dvs. atentener x’=2 eller x’=4 .Derforer L= WE\S/Z]
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Polynomier: et overblik

Ovelse 8
* Los ligningerne herunder:
X —x’+x—1=0 (Geet forst en rod med kontrol)

. 2x°=3x"—11x+6=0 ,idet det oplyses, at en af redderne er 1/2

- X —% x*+18x—14=0 , idet det oplyses, at 2 er en dobbeltrod

e x'+5x-36=0
o x°+5x°-36=0

@velse 9: Det matematiske pendul (Gruppeopgave / klasseopgave)
e Beskriv: Hvad er et matematisk pendul
* Lav et matematisk pendul med en omtrentlig pendulleengde aftalt med leereren

» Pavis, at svingningstiden er ligefrem proportional med antallet af svingninger.
En svingning er bevaegelsen fra lodret frem og tilbage og frem til lodret igen.

* Beregn svingningstiden for den givne pendulleengde.

» Saml klassens malinger og find pendulleengden som en funktion af
svingningstiden ved regression. Benyt i GeoGebra: FitPoly[liste,2].

velse 10: Toricellis lov [

* Antag at Toricellis lov gaelder ( v(¢)=+(2 -g -h(t)) ); loven kan bl.a. beskrive
udstremningshastigheden (v)af vand der sprojter ud af et hojt cylinderglas med
en abning forneden. Til tiden t er vandstanden over abningen h(t). g =9,82 er
tyngdeaccelerationen) pa det pageeldende sted.

* Lad h=0,5 pa et givet tidspunkt; i det folgende regnes tiden som sekunder efter
dette tidspunkt. Det forudseettes, at vandstrdlen starter som en vandret
beveegelse og at luftmodstanden ingen rolle spiller. Beregn leengden af en
vanddrabes vandrette beveegelse i labet af t sekunder x(t) og beregn den lodrette
beveegelse i lobet af t sekunder y(t) forarsaget af tyngdekraften.

* Find ¢ som en funktion af x i den forste funktion og indseet denne funktion i den
lodrette bevaegelse. Hvilken sammenhang er der mellem x og y?

* Antag nu, at vandstralen danner vinklen o« med vandret. Hvorledes skal de
hidtidige funktioner rettes. (Besvar hele opgaven forfra.)
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Taylorapproksimationer
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Polynomier

Ovelse 11
* I GeoGebra tegnes grafen for funktionen sin(x)
* Lad O=(0,0)=(0, sin(0))
¢ Tegn tangenteni O
* Lada=0,50gtegnlinjen x=a

* Beregn differensen d = y(B) - y(A)

0,0001, Bredde = 1000 px

¢ Hvad kan man bruge det til?

* Lad A og B veere skeeringspunkter med hhv. grafen og tangenten

* Lav en skyder for 4, og indstil egenskaberne: Min = 0, maks = 1,6, Tilveekst =

* Undersgg i hvilket interval (indeholdende 0) |4 1< 1/10.000

En begrundelse

Nogle funktioner kan det veere besverligt at beregne
nejagtige funktionsveerdier for. Selvom graekerne havde
deres kordetabeller, ma nojagtigheden have veeret
begraenset. Sa nar vi lynhurtigt vil have beregnet
sin(0,35789) med 15 decimaler (eller flere), hvad ger vi sa?

Vi bruger Taylorreekker!

Ideen er at finde polynomier, der i hvert fald i et interval
har naesten de samme funktionsveerdier, som
sinusfunktionen eller hvilken anden funktion, vi nu vil
finde funktionsveerdier for.

Og tangenten, der blev undersogt i den foregaende ovelse,
er netop eksemplet pa en graf for forstegradspolynomiet,
der i et lille interval kan give ret ngjagtige veerdier for
sinusfunktionen.

Definition af glat funktion

"R
Brook Taylor ERS (18 Au-
gust 1685 — 29 December
1731) was an English ma-

thematician who is best
known for Taylor's theo-

rem and the Taylor series.

En glat funktion er en funktion, hvor den n'te afledte’ ( f (”)(x) ) eksisterer for ethvert

naturligt tal n for alle x i et abent interval.

Eksempler pa glatte funktioner er: de trigonometriske funktioner, eksponentielle
funktioner, logaritmefunktionen, polynomier og hyperbolske funktioner.

3 Betydningen af begrebet uddybes om nogle méneder i Differentialregning.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor's_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor's_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Royal_Society

Taylorapproksimationer

Approksimation med andengradspolynomium
Lad der veere givet en glat funktion f, som vi ensker at approksimere med polynomiet g,

g(x)=a(x—x,)+b(x—x,)+c . x, kaldes udviklingspunktet.

Vi gnsker at fejlen eller differensen mellem funktionsveerdier ( f (x)—g(x) )er sa lille
som muligt og derfor stille folgende krav: I x, skal differensen veere 0,
tangentheeldningen skal vaere 0 og ogsa den anden afledte skal veere 0. Derfor fas:

f(xo)—g(xo)Zf(xo)—a(xo—xo)z—b(xo—xo)—czoﬁf(xo)—c=0©f(x0)=c (17)

' ' o 1 . , _ _f’(xo)
S (xo)_g (xo)_f (xo)_a 'Z(XO—XO) 1-b-1=0sf (xo)_l b=0sb= 1 (18)
f”(xo)_g”()%):f”(xo)_a -2 'l(xo_xo)o'l -1=0<=>f”(x0)—a 2 .]:()<:>a:f”(x0) (19)

12

Hermed er det approksimerende polynomium* bestemt séledes at resten eller differensen
er meget lille i neerheden af x, .
Fuldsteendigt tilsvarende kunne vi have bestemt et n'tegradspolynomium, hvor vi
(n)
S (xo) 5

bemezerker, at f(")(xo)zan n(n=1)-(n=2)-21=a, n!ea,= ;
n!

Sceetning om restfunktionen

Idet forskellen mellem den approksimerede og den approksimerende funktion kaldes
R(x), geelder

R(x):f("+l)(§(x)) ,

(n+1)! "

(x_xo

7

hvor E(x) er en funktion med funktionsveerdier mellem x og X, .

4 Det lille meerke, der optraeder efter funktionens navn, forteeller at der er tale om en ny funktion, der
beskriver tangentheaeldningerne for den oprindelige funktion. f' kaldes den afledte funktion. I emnet
Differentialregning, som vi snart kommer til, uddybes betydningen.

5 nl=123-(n-1)n
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Polynomier

Ovelse 12

I GeoGebra indstilles Afrunding til 4 decimaler.

I regnearket skrives overskrifterne i 1. raeekke: Radianer (A1), sin (B1), p0 (C1), p1
(D1), p1 (E1), p3 (F1) og p5 (G1)

Under Radianer skrives vinkelmalene 0,0, 0,1, ..., 0,5
Under sin skrives de tilsvarende sinusveerdier (beregnet med sinusfunktionen).

Under de resterende overskrifter laves sinusberegninger beregnet med
Taylorapproksimationer.

Marker celler med redt, hvis approksimationen ikke har de to forste decimaler
rigtige, med lys gult, hvis de ikke er helt som i B-kolonnen.
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Du har leert

Hvad et polynimium er

Betydningen af parametrene i forskriften

Formler for toppunkt og skeeringspunkter

Det typiske udseende af nogle polynomier

Hvorledes en andengradligning leses og de saetninger, lasningen baseres pa
Hvorledes radder i andre polynomier evt kan findes

o Anvendelse af nulregel

o Anvendelse af substitution

Division af polynomier og seetninger herom

Hvorledes visse funktionsveerdier kan beregnes ved approksimation
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