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disse extracurriculeere lojer.

Ib Michelsen
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Ligningssystemer

2 ligninger

Herunder loses "et ligningssystem" pa en anderledes made, end du er vant til; der er 2 lig-
ninger, x og y er de 2 ubekendte; tallene pa venstre side af ligningerne kaldes koefficienter. 1
forste omgang kan det synes at veere besveerligt og omstendeligt, men tro mig: Der er en
mening med galskaben. Og: det drejer sig ikke om at finde en lgsning for lesningens skyld,
men om at forstd metoden.

Husk pa, at en losning til en ligning eller et lighingssystem er noget, der gor ligningen sand.
I opgaven herunder, er losningen altsa det eller de talpar (x, y,) hvor veerdierne indsat
pa hhv. pladsen for x og pladsen for y gor begge ligninger sande. Hvis der altsa findes en
(evt. flere) sddanne talpar.

Bemeerk, at en del af metoden er, at vi efter givne regler hele tiden finder et nyt ligningssy-
stem, der har de samme lgsninger som
det foregaende. Derfor optraeder lignin- | FiRedige Vis Indstiling Veerkt Vindu Hjeel| Logget ind som IBM42

. e : . @ o
gerne i par. Parrene kan veere ngjagtig de AL DO O] L[N nec =22l 0SS

samme ligninger, hvor der blot er lavet |- 1 ..
en reduktion, men ofte er der tale om et | Beregni{’x+3'y=1, 3'x+y=5){x, y)|
nyt ligningssystem, der dog har de sam- || | {x=2,y=-1}}

me losninger som det foregdende.

Beregn[{x+3/2*y=1/2, 3*x+y=5},{X, ¥}]
e {{x=2y=-1}}

Beregn[{x+3/2*y=1/2, -3*(x+3/2*y)+3*x+y=-3*1/2+5},{X, y}]

Pa neeste side finder du en kommenteret
losning af ligningen skridt for skridt; pa
denne side ser du, hvorledes der er

kontrolleret, at hvert skridt er beregnet © o Hx=2y=-1}}

rigtigt. Det indses ved, at lasningen er Beregn[{x+3/2°y=1/2, -9/2*y+y=-3/2+5}.{x, y}]
den samme i alle raekker. D {fx=2,y=-1}}

Du skal bemeerke, at @ndringer af Beregn[{x+3/2°y=1/2, -7/2*y=7/2} {x. Y}
ligninger foregar ved (udover banale L {fx=2,y=-1}}

reduktioner)

Beregn[{x+3/2*y=1/2, y=-1},{x, v}]

s {{x=2.y=-1}}
Beregn[{-3/2*y+x+3/2*y=-3/2*(-1)+1/2, y=-1},{x, y}]
s {{x=2.y=-1}}

1. Ombytning af ligningernes
reekkefolge. (Evt.)

2. Multiplikation af begge sider i en
ligning med et tal forskelligt fra O

Beregn[{x=2, y=-1}{x, v}]
- {{x=2,y=-1}}

3. Addition i en ligning med et
saddant multiplum fra en anden
ligning pa begge sider.




Sadan leses ligningssystemet:

2x+3y=1_
3x+y=5

=

301
+2ly==
SR
—9 3
— y+y=—H5
2 VYT
301
+y==
YTV
-7 _+7
)
301
+oy==
TV e
—_1
— 3 -3 1
PRARAT Tt e P
y=-1
x=2
y=—1

Til hojre ses en grafisk losning,
hvor de rede linjer svarer til det
forste ligningssystem og de bla til
det sidste. Begge par (af linjer)
skeerer hinanden i (2,-1); de skal jo
have samme lgsning.

\aQ

0

Ligningssystemer

Det oprindelige ligningssystem

1. ligning: Division med 2 pa begge sider

1. ligning multipliceres pa begge sider med
-3 og resultaterne adderes til hhv. venstre
og hgjre side i ligning 2.

Reduktion

Yderligere reduktion

2. ligning:
Der divideres med - 7/2 pa begge sider.

2. ligning multipliceres pa begge sider med
-3/2 og resultaterne adderes til hhv. venstre
og hgjre side i ligning 1.

Efter reduktion fas ligninger, hvor svaret
umiddelbart kan aflaeses

-0.5 1

RN

(2,-1)
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@velse 1
Los ligningssystemerne herunder som lige vist.

Ix+3y=7 5x=3y=13 2x—-3y=-3
3x+y=5 3x+y=19 —4x+y=11

Gor prove ved i begge ligninger at indseette lasningen. Du skal sa fa hejresiden; i modsat
fald er der lavet en fejl. Du skal ogsa prove at indseette bade forste og sidste
ligningssystem i GeoGebra (som ligninger for linjer). De ber give samme losning (dvs.
samme skeaeringspunkt). (Se figuren pa foregaende side.)

3 ligninger

Ligningssystemer kan ogsa indeholde flere end 2 ligninger. Antallet af ubekendte behgver
heller ikke at veere lig med antallet af variable. Det er det nu i naeste eksempel.

Prov at folge beregningerne og skriv evt.- yderligere kommentarer udfor ligningerne.

3x+2y—z=5 1. ligning: Der divideres med 3 pa begge sider
2x—y+4z=15<
S5x+3y—4z=1
(a2, 1.5
373 3, 1. ligning multipliceres pa begge sider med -2 og
gx N ;’ +4 Z :_1? resultaterne adderes til hhv. venstre og hojre side i
Xroy—az= ligning 2.
2 5
+_ —_—— =
X 3 y z 3
=1 + 14 _35< 1. ligning multipliceres med -5 pa begge sider og
3 3 3 resultaterne adderes til hhv. venstre og hojre side i
5X+3y—4Z:1 hgmng3
x+2 —lz—é
3773773
=7 14 35
— YVt —z=—<=
3773773
-1 7 -2
3773 3 2. ligning: Der divideres pa begge sider med -7/3
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x+§y‘§Z=§
y2z=—5 © 2. ligning multipliceres med 1/3 pa begge sider og
-1 7 =2 resultaterne adderes til hhv. venstre og hojre side i
ERAEE ligning 3.
5 s © 3. ligning: Der divideres pa begge sider med -3
y—2z=-
—3z=-9
1
FT3YTRETS
y—2z=-5 And 3. ligning multipliceres med 2 pd begge sider og
=3 resultaterne adderes til hhv. venstre og hojre side i
ligning 2.
215
T3V - 3. ligning multipliceres med 1/3 pa begge sider og
y=1 resultaterne adderes til hhv. venstre og hojre side i
z=3 ligning 1.
x+2 _8 2. ligning multipliceres med -2/3 pa begge sider og
3 | 3o resultaterne adderes til hhv. venstre og hejre side i
y= L
=3 ligning 1.
x=2
y=1
z=3

Bemaerk den systematiske méade ligningerne lgses pa: Hvorledes man bruger én ligning til
at forenkle en anden. Ulempen er, at det ofte giver en del brekregning, som kan veere
drilagtig og dermed medfore fejlberegninger.

Hvis man var startet med at multiplicere 2. ligning pa begge sider med -1 og addere
resultaterne til hhv. venstre og hejre side i ligning 1, havde ligning 1 fdet den enskede
begyndelse 1 x ..., men uden at der optradte breker i resten af ligningen. Med lidt
omtanke, kan man fortsaette sadan, indtil man nar samme resultat som vist ovenover.
(Prov det :-)
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Matrix-beregninger

Vi ser nu pa det samme ligningssystem, men vil skrive det uden navnene pa de ubekendte
og uden lighedstegnene

3x+2y—z=5

2x—y+4z=15

Sx+3y—4z=1
bliver til

3 2 -1 5

2 -1 4 15

5 3 -4 1

som kaldes en totalmatrix for ligningssystemet. De 3 forste sojler bestar af koefficienterne
til de ubekendte, den sidste sgjle er ligningernes hgjresider.' P4 denne matrix vil vi nu
udfere nogle raekkeoperationer svarende til omformningen af ligningssystemet (se side 6):

1. Ombytning af 2 reekker
2. Multiplikation af en reekke med et tal (ikke 0)

3. Addition til en reekke med et multiplum af en anden raekke

Qvelse 2

Noter, hvilke raekkeoperationer der er foretaget fra matrix til matrix:

3 2 -1 5 1 3 -5 —-10 I 3 -5 -10

2 -1 4 15| ~ |2 -1 4 15~ (0 =7 14 35| ~
5 3 -4 1 5 3 -4 1 0 —12 21 51

1 3 -5 —-10 1 3 =5 —10 1 3 =5 —10

o 1 -2 -5 ~101 -2 =5 ~|(0 1 =2 —=5|~

0o -4 7 17 0 0 -1 -3 0 0 1 3

1 3 -5 —-10 1 0 =5 —13 1 0 0 2

01 0 1 ~10 1 O 1 ~ 10 1 0 1

0 0 1 3 0 0 1 3 0 01 3

Du kan nu umiddelbart afleese losningen i sidste sgjle som x =2, y=1og z=3.

Dvelse 3

—2x+5y=4

Los ligningssystemet her med samme metode: )
x—y=

1 De to dele af matricen kan adskilles af en lodret linje, som nogle forfattere gor, men det er ikke et krav.

10
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Navngivning og notation

En matrix kan beskrives og defineres ved angivelse af matricens enkelte elementer (indgange,
koordinater, ...). Et enkelt element i den i'te reekke og i den j'te sgjle betegnes a,; . Husk
reekkefolgen reekke, sgjle: I alfabetet kommer r for s.

Matricen kan ogsa skrives som M, hvis der ikke er speciel grund til at vise
enkeltelementerne. For at vise antallet af reekker og sejler, kan matricen skrives: M,
hvor r naturligvis star for antallet af raekker, s for antallet af sgjler.

Er r=s kaldes matricen kvadratisk.
Loses n ligninger med n ubekendte med matrixregning, fas en totalmatrix M, .,

I ovelse 2 er matricen med nogle reekkeoperationer aendret til en matrix (midterste reekke,
midterste matrix) med flest mulige 0'er nederst i sgjlerne. Vi kan tegne en trappelinje tveers
gennem matricen mellem de tre nederste O'er i venstre nederste hjorne og resten af
matricen.(Tegn i 1. sgjle en vandret linje mellem 0 og 1; tegn i 2. raekke en lodret linje
mellem 0 og 1; tegn i 2. sgjle en vandret linje mellem 1 og 0 og tegn i 3. reekke en lodret
linje mellem 0 og -1.) Alle trinene har hejden en; det geelder ogsa for bredden her, men
sadan er det ikke altid. Matricen er skrevet pa Echelonform. Forste element i en reekke
( a; ;#0 ) kaldes en pivot. Star pivot-elementet i sidste sgjle, svarer det til ligningen
0=a, ,., ,hvilket betyder, at ligningssystemet ingen losninger har. Alle
pivotelementerne kan @endres til 1 og ved fortsatte reekkeoperationer kan alle tal over
pivotelementerne aendres til 0. Matricen er sa skrevet pa reduceret Echelonform;
reekkeoperationerne, der forer hertil, kaldes Gausselimination.

3 ligninger med 2 ubekendte
Vi vil lese ligningssystemet:

2x+5y=3
x—=3y=4
3x+2y=5

Dertil benyttes den tilsvarende totalmatrix, som omformes ved nogle reekkeoperationer:

2 5 3 1 -3 4 1 -3 4 1 -3 4 1 -3 4
1 -3 4}, ~12 S5 3| ~1|0 11 =5 ~ |0 11 =5 ~ |0 11 =5
3 2 5 3 25 3 2 5 0 11 -7 0 0 -2

Bemeerk, at den 3. raeekke i matricen betyder, at 0x+0y=-2 ; det er umuligt.
Ligningsystemet har derfor ingen lesning. Der er en modstrid i ligningssystemet.’

2 Keert barn har mange navne. For reekke- og sgjlevektorer er koordinater almindeligt, Nielsen og
Salomonsen benytter "indgange", GeoGebra (og amerikansk litteratur) benytter "element".

3 [Ivirkelighedens verden kan det sagtens teenkes, at man vil estimere nogle sterrelser, foretager flere
malinger end strengt nodvendigt og ikke kan finde en lesning, fordi der optraeder malefejl. I det tilfaelde

11
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Dvelse 4

Kontroller beregningerne ovenfor.

Dvelse 5

Indtegn de tre linjer, der svarer til de oprindelige ligninger, i GeoGebra og forklar, hvorfor
der er modstrid i systemet.

Hyvis ligningssystemet havde set lidt anderledes ud og der havde veeret en lgsning:
Hvordan ville tegningen i GeoGebra sa se ud?

Og: hvordan skulle den sidste matrix sa se ud?

3 ligninger med 4 ubekendte
2xl+3X2_X3+2X4=4
X, —x,+2x,—3x,=2
3xl+2xZ+X3_X4:7

Som ovenfor forseges ligningssystemet last ved at omskrive den tilsvarende totalmatrix:

2 3 -1 2 4 -1 2 -3 2 1 -1 2 -3 2
1 -1 2 =3 2| _ 3 -1 2 4] (0 5 -5 8 0] .
3 2 1 —-17 7 3 2 1 =17

W N =
S}
—_
|
—

[a—
I
[a—
\S]
I
W
[\

1 -1 2 -3 2
0 5 -5 8
0 5 -5 8

=)
?
oo
o w
S
o o
=)

Sa ogsa selv om der er flere ubekendte end ligninger, kan der findes en modstrid! Her er
der altsa heller ikke en losning.

3 ligninger med 4 ubekendte (version 2)

2 3 -1 2 4 1 -1 2 -3 2 1 -1 2 -3 2
l1 -1 2 -3 2 ~12 3 -1 2 4, ~10 5 -5 8 Of ~
3 2 1 -1 6 3 2 1 -1 6 3 2 1 -1 6

1 -1 2 -3 2 1 -1 2 -3 2

o 5 -5 8 O0f~10 5 =5 8 0

0 5 -5 8 0 0 0 0 o0 O

Den sidste ligning er sand for alle mulige veerdier af de ubekendte og er derfor overfledig:

ma man finde en lgsning, som "bedst muligt" tilfredsstiller alle ligninger. I eksemplet her fas (hvis man
parrer ligningerne 2 og 2), at lesninger for x varierer fra 1,73 over 2,09 til 2,64. Tilsvarende for y.

12
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7
- - 10 1 -< 2

1 -1 2 =3 2 112832~ 5
0 5 -5 8 0 0 1 -1 < 0 01—1%0

Det sesnu let, at x; og x, kan veelges frit og at derefter er de to sidste ubekendte
bestemt som:
X, =2—x, +% X,

_ 8
X, =X X,

5

Meget naturligt kaldes x, og x, frie variable i modseetning til de to andre bundne
variable.

3 ligninger med 4 ubekendte (version 3)

Vi prever nok en gang at eendr en lille smule i det oprindelige ligningssystem:

2 3 -1 2 4
1 -1 2 -3 2
3 2 1 17

Der er altsa eendret fortegn for elementet i totalmatricen: a,,

2 3 -1 2 4 1 -1 2 -3 2 1 -1 2 -3 2
1 -1 -3 2 2 3 -1 4 0 5 -5 8 0
3 2 1 1 7 3 2 1 1 7 3 2 1 1 7

0 5 -5 8 0
0 5 -5 10

S O =
()}
d
oo
)

[
S
S
[\
[S—

1 -1 2 -3 2 1 -1 2 -3 2 4
0 5 -5 8 0 0 5 -5 0 —4 0 1 -1 0 3
0o 0 o0 2 1 0o 0 o0 2 1 0o 0 0 2 1

13
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6 27
oy s 6 Lo 1 -3 2 to 1 o3l
5 4 4
01_10_% 01 -1 0 —2| [o1 -10 -3
1 I

oo o 1 4L 00 0 1 4+

00 0 2 1 > .

Se nu pa den sidste totalmatrix: I forste ligning subtraherer du x; pa begge sider, i
anden ligning adderer du samme pa begge sider. Sa far du:

27
)Cl—ﬁ_)%
%z—%+%
1
X4:§

Her ses, at der er en fri variabel og 3 bundne: x, er fuldsteendig bestemt, hvorimod de to
andre athaenger af x; .Ogsa her er der uendeligt mange losninger.

Opgaver
Opgave 1

Los ligningssystemet

xX+2y—z=2
—y—z=-5
3z=9

Opgave 2

Kan du afgere, om ligningssystemet har losninger, ved at tegne linjerne?
x+2y=10
3x+y=-5
3x—y=2
Opgave 3

Bring matricen pé echelonform og lgs sa ligningssystemet, hvor den er totalmatrix.

32 1 4
2 -1 5 11
2 3 —4 =8

14
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Opgave 4

Bring matricen pa echelonform og los sa ligningssystemet, hvor den er totalmatrix.
21 -1 3 4
32 2 13
1 0 -4 55

Opgave 5

Bring matricen pa echelonform og lgs sa ligningssystemet, hvor den er totalmatrix.

3 1
1 1 2 4
5 1

~ G0 W

Opgave 6
Find 3.gradspolynomiet, hvor

f'(0)=2
f1(2)=12
f(0)==5
f(2)=17
Opgave 7
Find meengden af

1. ferstegradspolynomier, hvor P(2,3) og Q(5,4) ligger pa grafen og

2. ogsa meengden af andengradspolynomier, hvor de samme punkter ligger pa
grafen.

15
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Vektorer og matricer

Du er i forvejen bekendt med vektorer: Bade som geometriske vektorer og n—tuplereR” .
Bemaerk, at som n-tupler er de blot nogle specielle matricer! Vektorer skrives ofte som

sojlevektorer: a :(;) eller evt. som rackkevektorer: 5 :( 1, 2) . Betragt matricen:

A= (; i) ; den kan opfattes som bestaende af de to sgjlevektorer a, =(;) og

52:(421) , saledes at A kan skrives: A4=(a, a,) .

Fra n ligninger til én vektorligning
Betragt ligningssystemet

2xl+3xZ_X3+2X4:4
X, —x,+2x,-3x,=2
3x,+2x,+x;3+x,=7

som har totalmatricen

2 3 -1 2 4
-1 2 =3 2

=1
32 1 1 7

Lad os definere A ved hjelp af sgjlevektorerne fra . 4=(a, a, a,a,) ,hvor

2 3 4
a=|1| , d,=|—1| osv.og b=|2
3 2 7

Det ses nu nemt, at en losning til ligningssystemet er en losning hvis (og kun hvis)
linearkombinationen pa venstre side er lig med vektor b:

2 3 -1 2 4
x| 1 |+xy| =1 [+xgf 2 x| =3|=[2] (Kontrollér)
3 2 1 1 7
Xy
2 3 -1 2
Defineres X=|"?| ogproduktet Ax=x,1|+x,{—1|+x3| 2 [+x,|—3]| ses, atdet
3 3 2 1 1

X4

oprindelige ligningssystem kan skrives som vektorligningen: Ax = b
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Homogent og inhomogent ligningssystem
Ax = b er homogent, hvis b er nulvektoren, ellers inhomogent.

Er ligningssystemet homogent, har det altid nulvektoren som lgsning. Enten er der kun
denne losning eller ogsa er der uendelig mange lgsninger.

A kaldes koefficientmatricen; tilfajes vektoren b fas totalmatricen 7T=(4,b) .

Regneregler for matricer

Addition

2 matricer (med samme antal reekker og samme antal sgjler) adderes ved at addere de
tilsvarende elementer / indgange:

S=A+B, hvis der for matricernes indgange geelder s, ;=a, +b, , for alle parij

Multiplikation med skalar
En matrix multipliceres med en skalar ved at multiplicere alle indgangene med skalaren:

P=0.4 , hvis der for matricernes indgange geelder p, ;=a -a;, ; foralle pari;

i,j

Matrixmultiplikation

Vi har tidligere defineret produktet af to matricer, hvor hgjre matrix (her B) er en vektor
(side 16): 4, B ,=C,, oghvor selve produktet ogsa er en(sgjle)vektor.

Bemaerk, at produktet kun er defineret, hvis antal sgjler i forste faktor er lig med antal
reekker i anden faktor. Og at den kommutative regel IKKE geelder.

Antag nu, at matrix B har s reekker og t sgjler: for hver sgjlei Bsom fx b, kan der
dannes et produkt med A: sgjlevektoren ¢, .

Saledes defineres produktet 4, B ,=(c, c,...c,)=C

r,t

Eksempel
12 a2 1 3
A=|-1 3| og 3 4 -1
2 4

Sgjlevektorerne i produktet beregnes nu en ad gangen:

12 12423 | (8
A={-1 3 (3)= —1-2+3-3|=| 7
2 4 22+43 ) \16

Tilsvarende fas de to andre sgjlevektorer i produktet som (regn efter!)

17
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I 2 1 9 1 2 3 1
A={-1 3 (4)= 11| og A=[-1 3 ( )Z —6
2 4 18 2 4

Heraf ses, at

1 2 8§ 9 1
I R [ R R
2 4 16 18 2

Dvelse 1
Her kan du beregne B A4 (med eksemplets tal).

Hvorfor? Gor det!

Matrixmultipliktion er associativ
(AB)C=A(BC)=D

Bevises ved at beregne d, pabegge sider af lighedstegnet og pavise, at resultaterne er
ens.

Invers matricer mv.

Nulmatrix
En nulmatrix N er en matrix, hvor alle indgangene er nul (0).

I sa fald geelder for enhver matrix A, at A+N=N+A=A.

Enhedsmatricer

Kvadratiske matricer, hvor alle indgange er 0 undtagen i diagonalen fra elementet i forste
reekke og forste sgjle til det modsatte hjerne (hvor indgangene er 1), er enhedsmatricer (og
betegnes typisk I). De kan fx se sddan ud:

1 0
12,2=(0 1) eller 1,,=

S O O =
SO = O
oS — O O
—_ o O O

Der vil sa geelde for en vilkarlig matrix 4, I, =1, ,A4, =4

r,st s, s rorftr,sT “trs

Qvelse 2
1 2
Kontroller ovenstaende, idet A=[—1 3
2 4
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Vektorer og matricer

Invers matrix

Lad A veere en kvadratisk matrix. Den inverse matrix ( 4~ ) er den matrix (hvis den
findes), hvor der geelder, at A4~' A=A A™'=1 .S& er A invertibel og ligningen Ax=b har
netop en losning for ethvert b. Hvis A ikke har en invers matrix, siges A at veere singuler.

Dvelse 3

|1 -1 _[4 1
Lad A—(_3 4 ) og B—(3 1)
Beregn produkterne AB og BA.

Dvelse 4

Los vektorligningen Ax = b, hvor

)

Hint: Multiplicer begge sider i ligningen med B (se ovelse 3) pa venstre side. Kontroller
svaret.

Lasning af ligninger med invers matrix

Hermed er det vist gennem eksemplet, hvorledes man kan finde en lgsning i en
vektorligning: Ax=bex=4"'b .Du skal bemearke, at den inverse matrix ikke aftheenger
af vektoren b, sa i virkeligheden er her opskriften pa lesning af uendelig mange ligninger
for alle mulige b-vektorer..

Beregning af den inverse matrix

Lad A veere den givne matrix og B den tilsvarende inverse, vi ensker at finde.
AB=I<
A, (b b,..b)=I, = ; b, og i, betegner her sgjlevektorer i matricerne.
Vj€1,2,..,nl: 4, ,b;=i

n,n=j

Her er der n ligningssystemer eller vektorligninger, der skal loses, hvor det er
sejlevektorerne i B, der er de ukendte. Hgjresiderne i ligningerne er sgjlevektorer, der
udelukkende bestar af 0'er med undtagelsen 1 pa j'te plads.

Hver af de n ligninger kan loses ved Gausselimination; det smarte er, at det kan gore i et
hug. Vi laver nemlig en udvidet totalmatrix med alle hgjresiderne (dvs. alle sgjlerne fra I),
fordi der jo skal laves de samme raekkeoperationer for dem alle.

Vi veelger den lille matrix A fra ovelse 3 og finder 4~ .
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(A1)= 1 -1 1 0| _ Forst er A 0g I skrevet som en udvidet totalmatrix. Da
-3 4 0 1 forste element i forste raekke allerede er 1, er division

med dette element ikke nedvendigt.

1 -1 1 0 Til anden reekke er adderet 3 gange forste reekke for
(0 1 3 1 ) at fa 0 i anden raekkes forste element. Heldigt er
pivotelementet 1, s division kan overspringes.
Nu adderes anden reekke (gange 1) til forste raekke
((1) (1) ;‘ }) for at skaffe 0 i forste reekkes andet element. Nu star
lesningen A4~ i de sidste 2 sgjler.
A_lzB:(4 N fra ovelse 3.
31
Invers matrix til et produkt
(AB)'=B'4""
@Dvelse 5

Bevis den saetning

Oversigt: Regneregler for matricer

For addition geelder den kommutative og den associative regel

For multiplikation med skalar(er) geelder den associative regel

For matrixmultiplikation geaelder den associative regel

Den distributive regel geelder for matrixmultiplikation og skalarmultiplikation (bade med
to matricer og med 2 skalarer)

(Alt forudsat at der kan adderes hhv. multipliceres)

Transponerede matricer

Lad A veere en vilkarlig matrix; den transponerede matrix A" er den matrix, hvor den forste
reekke i A bliver den forste sgjle, den anden raekke i A,bliver den andens sgjle osv.

Corollar 1
(4B)'=B" A" (Bemeerk reekkefolgen)

Corollar 2

For vilkérlige vektorer v og w og en vilkérlig matrix A geelder: (4v)w=v(4"w) (eside22)
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Opgaver
Opgave 1

Lad A:(g Z) ; beregn matricen B =8 A.

Opgave 2
Lad A og B veere givet som i opgave 1; beregn C=v2A4-B .

Opgave 3
Beregn matrixprodukterne AB og BA.

Opgave 4

Givet folgende matricer E1=((1) 8) , E2=(8 (1)) , E3=((1) 8) , E4=(8 (1)) skal du

for hver af dem beregne matrixproduktet med A.

Opgave 5
Beregn matrixprodukterne for alle mulige kombinationer af to matricer blandt de
2 0
Y I A R (1 =2 0| ,_[~1] o_
folgende: F (_1 4),G (1 2 3),H (6 5 0),] (3),K 2 f

Opgave 6

Beregn L’ , idet Lz(;‘ g)

Opgave 7

Find de inverse matricer til M og N, idet M =(? ;) N =(_35 _32)

1. Benyt resultatet til at finde de inverse matricer til MN 0g NM
2. Find ogsa de transponerede matricer: M’ og N’ .

3. Find endelig de inverse matricer til de transponerede samt begge produkter af
de transponerede.

4. Find en matrix X, hvorom det geelder at MX =N

5. Find en matrix X, hvorom det geelder at MX + L= N (L er defineret i opgave 6)
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Opgave 8

Givet matricerne R og S: R:(a b)’S:(d —b)
c d —c a

1. Beregn begge matrixprodukter

2. Gorrede for, ater ad#bc , er matricerne invertible og omvendt.

Opgave 9

Benyt ovenstaende til at finde de inverse matricer til folgende:
51 3 2 I 0
T: = =
SIS R T
Opgave 10

Benyt opgave 8 til at lose ligningssystemet: gz +_3yy _ 14

Opgave 11
a;p Qi - a4y, Vi Wy
a a ..o a v w
Lad A=|"2% 22 o, v=|"2| og w=|"2
a,, a,, .. a,, v, w,

Ib Michelsen

1. Noter: Hvilke af storrelserne (herunder) er tal, reekkevektorer, sgjlevektorer og/eller

matricer?

1. Ao

2. w

3. (4v)w

4 ((A v) 'W)m

2. ((Av) -w)u:(Av)Tw
Hvad er storrelsen (4v) ? (4v)" ? ogw?
Hvilke operationer foretages mellem A, v og w?

Hvad er storrelsen (4v)'w , og hvilken dimension har den?

= L=

Hvorfor geelder lighedstegnet?
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o

S

((A v) -w)l,,Z(Av)Tw:(vTAT)w
1. Hvilken regel er benyttet ved sidste omskrivning?
[(Av) )y =(av) w=(v" 4T ) w=v" (4" w)
1. Hvilken regel er benyttet ved sidste omskrivning?
() w), =(4v) w=(" A ) w=v" (4T w)=[v (4 W),
1. Beskriv, hvad det sidste udtryk betyder
2. Hvorfor er den sidste omskrivning rigtig?
(Av) w=v-(4"w)

1. Og hvorfor geelder denne ligning?

Vektorer og matricer
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Determinanter

Beregning af orden n

n=1

Determinanten er et tal, der knyttes til en kvadratisk matrix. Vi har ikke for set pa
matricer, hvor antallet af reekker = antallet af sgjler = 1, men lad os starte med den.

Givet ligningssystemet (med en ligning) —3x=6 har vi koefficientmatricen A4,=(-3)
Den tilsvarende determinant skrives det (4, )=|A1‘ =-3

Det geelder generelt, at matricens element er lig med determinanten. *

n=2

a b

. d =ad—-bc

o _|la b _ a b\_
Nar Az—(c d) , geelder det(Az)—det(c d)_

Du kan sammenligne med resultatet i opgave 8, se side 22.

Som huskeregel for beregningen kan benyttes diagonalerne:

hvor produktet af tallene pa den bla diagonal fratraekkes produktet af tallene pa den rede
(stiplede) linje. I eksemplet bliver det(4,)=3-2—2-5=—4 .Sammenlign med formlen

ovenover.
n=3
a;; 4, dg a; a;,, a;3| |4 4y dg
Nar A,=|a, a, a,| ,gelder det(A;)=det|a, a, ay|=|ay a» ay
a3 dz Az Ay Ay Ay (A3 d3p dig

som beregnes

det(A3)=a11 Uy A3yt Ay Ay Ay T a15°0y) A3y —013 Ay, "Ay =0y "Ayy Q33— 0y "Ap3 Ay,

4 Som det ses nedenunder kan de lodrette linjer ogsa bruges som betegnelse for determinant, nar matricen
skrives med sine elementer. I netop dette tilfeelde (hvor n = 1) ville det veere uheldigt, da tegnet for
determinant kan forveksles med et numerisk tegn.
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Som huskeregel kan der ogsa her benyttes diagonaler. Matricen tilfgjes to sgjler, nemlig
matricens egne to ferste. Produkterne beregnes som for, men nu med tre faktorer.
Produkterne langs bla diagonaler adderes, langs rode subtraheres.

-3 2 3
Benyt som et eksempel 4,=| 5 4 6| ogkald denudvidede matrix for 4'; .
7 =21

S& kan determinanten beregnes som  det (4, )=+(—12+84—30)—(84+36+10)=—88

Determinanten kan ogsa beregnes med en alternativ - mere generel - metode, som det
demonstreres herunder.

Det generelle tilfeelde

Antag, at A er en kvadratisk matrix med n raekker og n sgjler. Hvis vi i denne sletter den
i'te reekkke og den j'te sgjle fas en ny kvadratisk matrix med n-1 reekker og n-1 sgjler.
Denne matrix kalde en undermatrix og far betegnelsen M . Tilsvarende fas
underdeterminanten det (M U.) Med dette kan beregnes komplementet A,=(—1)""-det(M i,)

y

Nu kan A’s determinant beregnes ved oplosning efter en reekke (eller helt tilsvarende ved
oplesning efter en sojle):

det(A)zz a; A,
j=1

I eksemplet med n =3 kan det gores sddan (for i=2):

3
_ 4 —e(_pt|2 3 (_1p+2|—3 3 (3|3 2
det (A5 ;azj Ay=5-(-1) s 1+4( 1) ; 1+6( 1) B

det(A,)=5-(—1)-8+4(+1)(—24)+6-(—1)(—8)=—40—96+48=—88
Determinantsceetningen
Ligningen A4x=b har netop én lesning, ndr det(A4)#0 .N&r det(A4)=0 , har ligningen

ingen eller uendelig mange losninger. For 4Ax=o0 geelder det sidste (hvor o er
nulvektoren).
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Qvelse 1

Beregn determinanten for 4, ved oplesning efter de andre raekker og sgjlerne.
Kontroller, at resultatet hver gang er:  det(4,)=—88

Scaetning om raekkeoperationer
R1:  Ombyttes to reekker i en matrix skifter determinanten fortegn

R2:  Multiplicers en reekke med en konstant multipliceres determinanten ogsa med
konstanten

R3:  Hyvis der til en reekke adderes et multiplum af en anden reekke, sendres
determinanten ikke

Sceetning om sgjleoperationer
S1:  Ombyttes to sgjler i en matrix skifter determinanten fortegn

S2:  Multipliceres en sgjle med en konstant multipliceres determinanten ogsa med
konstanten

S3:  Hvis der til en sgjle adderes et multiplum af en anden sgjle, eendres
determinanten ikke

Diagonalmatrix

En kvadratisk matrix er en diagonalmatrix, hvis kun elementerne a,,,a,,,a4...a,, kan

nn

veere forskellige fra 0. Disse elementer kaldes diagonalen.

Trekantsmatrix
En matrix, hvor alle elementer under diagonalen er nul, kaldes en ovre trekantsmatrix.

En matrix, hvor alle elementer over diagonalen er nul, kaldes en nedre trekantsmatrix.

Sceetning om diagonal- og trekantsmatrix

Determinanten for diagonal- og trekantsmatricer er produktet af elementerne i diagonalen.

Sceetning om transponering
En matrix og dens transponerede matrix har ssmme determinant.

(Sammenlign med resultaterne fra ovelse 1).
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Determinanter

Lesning af ligninger

Den adjungerede matrix

Lad A veere en kvadratisk matrix af orden n. Den adjungerede matrix A~ er matricen med
komplementerne A4, pa den ij'te plads.

Bemeaerk ombytning af indeks!

Qvelse 2

Lad A:(2 3)
5 4

Beregn A" , 44" og A'A .Beregn desuden determinanten for A.

Hvad bemeerker du?

Dvelse 3
-3 2 3
Lad A4=| 5 4 6
7 -2 1

Beregn A" , 44" og A4 .

Hvad bemeerker du?

Den inverse matrix (Sceetning)

Lad A veere en kvadratisk matrix med en determinant forskellig fra nul. Da eksisterer den
inverse matrix og kan beregnes som:

1

A= A
det(A)
Eksempel 1
3 2 =3
Lad A4=|3 4 -1
2 5 2

Vi har tidligere fundet den inverse matrix ved at udvide matricen med en enhedsmatrix og
benyttet Gausselimination som vist her:

32 -3100 1 0 0 65 —-95 5
34 —-101 0| ~1]010 —4 6 -3| ogkanderefterse, at
25 0 0 1 0 0 1 35 -55 3
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65 95 s
A'=(-4 6 -3
35 55 3

I stedet for Gausselimination vil vinu finde 4" ved at ferst at beregne alle
underdeterminanterne:

det(M )= Z_‘ ‘21 —8+5=13 | det(M )= ‘21 —6+2=8 | det(M )= Z_‘ ~15-8=7
det(M,)= g _23 —4+15=19) det (M,,)= 3 _23 —6+6=12 | det(M,,)= ; ?:15—4:11
det (M )= i j —2412=10 det (M,,)= i j =—3+9=6 det(M,,)= g i ~12-6=6

Herefter findes komplementerne A4, ved multiplikation af underdeterminanterne med
faktoren (—1)"/ ;de sesi tabellen herunder:

4,=13 A,=—8 A,,=7
Ay =—19 A,=12 Ay=—11
A;,=10 Ay =—6 A,,=6

Disse veerdier benyttes til at opskrive den adjungerede matrix:

13 —19 10
4=[-8 12 -6
7 —11 6

Endelig findes det(A) ved oplesning efter en reekke. Her anvendes reekke 3:
det(A)=2-10+5-(—6)+2-6=20-30+12=2

Nu benyttes seetningen om den inverse matrix (se side 27):
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) 13 —19 10| (65 —95 5
jA=51-8 12 65|46 -3
7 —11 6/ 35 -55 3

1
det (A

A=

Cramers regel

a;; dp dp 1 1 .
vaere en invertibel matrix; A4, = A
T det(4,)

Lad A4,=

Ay Ay dy
a3 A3 dsg

Vi onsker at lgse ligningen: 4, x=b

Ved multiplikation (fra venstre) pa begge sider af ligningen med den inverse matrix fas
ligningen:

! -A+-b©x=;-A+-b

[ x=—
Y det(4,) det(A,)

Dvs. at her star ikke bare lesningen for en ligning, men en opskrift pa at finde lesningen
for enhver vektor b.

Hvis vi vil finde x, , benyttes den i'te rekkei A" , som svarer til komplementerne

A, Ayyenn, A og b.

ni 7/

S 1
(1) X= det ;A bjzm'((Alibl)+(A2ib2)+(A3ib3))

Dannes matrix B; ved at erstatte en af sgjlerne (den i'te og det vil sige her den 3.) med
vektor b:
ay ap b
B;=|a,, a,, b,| (ieksemplethereri=3)

ay ayp by
vil vi finde det(B,) ved oplesning efter sgjlen b.

det(B;)=b,B,+b, B,;+b, -B,, , meni dette tilfeelde er komplementerne i B; identisk
med de tilsvarende i A (da de kun afheenger af matricernes 2 forste sgjle, som er identiske
for matricerne A og Bs.) Derfor fas:
(2) det(B3):b1 "By +by By +by-By=b Ay tb,y - Ay +by Ay
Hvad der her geelder for i=3 geelder selvfolgelig ogsa for i=1 og i=2.1(1) kan vi derfor
erstatte sidste faktor og far:

_det(B3)

G =)

hvilket er Cramers regel (som geelder generelt for invertible matricer af enhver orden.)
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Produktreglen
det(AB)=det(A)det(B)

Dvelse 4

[a b o 1) . _[2 1) . _[3 0
Lad A_(c d) 8 E‘_(l 0)’E2 (1 0)’E3 (0 1)

Forklar, hvad der sker med matricen A, nar den multiplicere fra venstre med en af de 3
andre elementaere matricer. Beregn diskriminanten for A og hvert af de 3 produkter.

Gentag ovelsen, men multiplicer nu fra hejre!
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Opgaver
Opgave 1

Undersog om de folgende matricer er invertible:

a9 42 )3 3]

Opgave 2
Beregn det(A) ved hjeelp af komplementerne, idet
0 —-19 10
A=l4 -2 -6
7 0 0
Opgave 3
Hvorledes beregnes folgende determinanter nemmest?
2 =3 13 2 =3 13 2 0 0
di=10 2 =7/d,={0 2 0]ogd;=|0 -4 0
0 0 1 10 0 1 -7 9 1
Opgave 4
For hvilke veerdier af x er matricen A ikke invertibel?
1 x 6
A=l1 1 2
x 1 6
Opgave 5

Lad A veere en kvadratisk matrix af orden n. Vis

1. at multipliceres alle elementer i en reekke med k, vil ogsa determinanten sendres
med faktor k,

2. at multipliceres matricen med k, vil determinanten eendres med faktor £"

Opgave 6
Lad A veere en kvadratisk matrix af orden n og A et reelt tal. Vis:

det(A—N1)=0=3JxER":x#0 AAx=\X
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Opgave 7
5x +3y = -1
—2x +y = 17
Los ligningerne med Cramers formel. Kald de 3 determinanter hhv. D, D ogD, ;
5 g . D, D,
du kan sa finde lgsningerne som ( D ' D )
Opgave 8

Find lgsningen for x, iligningssystemet, som her er vist med totalmatricen, med
Cramers formel.

21 3 5 4
|13 2 -1 5 3
™23 4 32
34 2 31
Opgave 9
Beregn determinanten af A, hvor
01 0
A=10 0 1
1 00
Opgave 10

Beregn determinanten af A, hvor

01 000
00 01O
A={1 0 0 0 0
0 00 01
00100
Opgave 11
Beregn determinanten af A, hvor
21 0 —13 28
046 1 -7
A=10 0 2 1 0
000 -2 4
000 3 -1
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Opgave 12

Find de veerdier af k, for hvilke a’ez‘(_k2 ki 2)20 =)

Opgave 13
Find for ethvert reelt tal A losningsmaengden til det homogene linezere ligningssystem:

(3—n)x +y =0
2x +(4-1)y = 0
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Underrum og linecere transformationer

Linearkombinationer

Lad v veere defineret som v= Z x;-v; ,hvor x, erenskalarog v, eren vektor;sa

1

kaldes v en linearkombination af vektorerne.

Meengden af vektorer, der kan dannes pa denne made ved at anvende alle mulige
kombinationer af skalarer, kaldes Span(vl’vz, V)

Eksempel
Lad
1 -1 0 -2 -9
(1) A=2 1 3 —1| og b=| 3 | iligningen Ax="0.
3 3 6 0 15

Kaldes sgjlevektorerne i A for a, ,i=1,2,3 og 4 ses, nar ligningen skrives som
vektorligningen:

x,a,+x,a,+x;a,+x,a,=b
at ligningen har en (evt. flere) losning(er) hvis og kun hvis b€&span(a .a,aza )

I dette tilfeelde kan den tilsvarende totalmatrice med raekkeoperationer aendres til matricen
101 -1 =2
(2) 01 1 1 7

000 0 O
hvoraf ses, at der findes lgsninger. Ses pa den forste ligning, fremgéar det, at x; og x,
kan veelges frit og for alle valg af disse kan x, vaelges sd ligningen er sand. Tilsvarende
geelder for den anden ligning. Den tredje ligning er sand for en hvilken som helst lgsning.
Her geelder: bespan(a, a,a,a,) .

-9
Havde b derimod veeret defineret som b=| 3 | ,ville bé&span(a,a,a;a,) ogligningen
9
ingen losning have. Ved raekkeoperationerne vil der opsta en modstrid:
1 01 -1 =2
(3) 011 1 7
01 1 1 6

De to sidste reekker svarer til ligninger med ens venstresider, men med hhv. 7 og 6 som
hgjresider. Det er ikke muligt. b kan ikke skrives som en linearkombination af
sojlevektorerne.

34
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Da a,=a,—a, , ses aten linearkombination af de 4 sgjlevektorer kan skrives om en
linearkombination af de tre:

v=x1a1+x2a2+x3a3+x4a4=xl(az—a4)+x2a2+x3a3+x4a4=(xl+xz)a2+ x3a3+(x4—xl)a4

Da a,=0,5a,+0,5a, ses, atv ogsad kan skrives som en linearkombination af a; og

a, .
Dvs. at

span(alﬂ az,a37a4)=span (az,a3’a4)zspan (a3,a4)

Eksempel 2

Vi ser nu pa det homogene ligningssystem svarende til (1) i forrige eksempel. Hojresiden b
erstattes altsa af nulvektoren. Det er indlysende, at nulvektoren er en losning, men hvad er
den fuldsteendige losning?

Med reekkeoperationer kan matricen omskrives sadan:

1 -1 0 -2 I 01 —1
A={2 1 3 =1~ |0 1 1 1
3 3 6 0 0 00 O

Havde vi skrevet totalmatricerne op ville de se ligesddan ud; blot skal der tilfgjes en 5'te
sgjle med lutter nuller.

Den sidste matrix omskrives til ligninger (idet der ses bort fra den overfladige sidste):
X, +x;—x,=0 o
X, tx;+x,=0
X =—X;tX,
Xp=7TX37 Xy

Nu tilfojes x;=x; og x,=x, ,salesningen kan skrives pa vektorform:

Xy —X;t X, -1 1
X —X,—X — — ) )
x=|"2|= 3T =g 1 +x, 1 .Da x; og x, erfrievariable ses, at den
X, X, 1 0
X, Xy 0 1

fuldsteendige losning til det homogene ligningssystem er

-1 1
span AR
1 0
0 1
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Qvelse 1

Kontroller alle detaljer i de to foregdende eksempler, herunder alle reekkeoperationer og
sammenhangen mellem sgjlevektorerne.

Underrum
Et underrum U (af R" ) er en delmaengde af R" , hvorom der geelder:
1. o€U
2. vv,eU=v+v,eU
3. a€R,veU=avelU
(Underrummet siges at veere lukket under vektoraddition og multiplikation med skalar.)

For underrummet findes der et endeligt antal vektorer, saledes at U=span(v, v, ..., v,)
Vektorerne kaldes frembringere og siges at frembringe eller udspeendeh U.

Det mindste antal vektorer, der kan frembringe underrummet kaldes en basis for dette.
Antallet af vektorer i en basis kaldes underrummets dimension.

Man kan vise, at enhver basis for et underrum indeholder samme antal vektorer;
dimensionen er altsa veldefineret.

Nulrum

Meengden af losninger til det homogene ligningssystem
A, x=o0 eretunderrum som kaldes nulrummet (N(A).) s

Qvelse 2

Vis, at N(A) er et underrum, dvs. opfylder betingelserne 1. - 3. (se ovenfor.)

Sgjlerummet eller billedrummet

Lad A veere en matrix med m reekker og n sgjler. Sgjlerne
udspeender et underrum af R" (sgjlerummet) som
betegnes R(A).

Ligningssystemet Ax=b har netop en eller uendelig
mange losninger, nar heR (A4)

Billedrum

Dimensionsformlen
Er A en matrix med m reekker og n sgjler geelder: dim (N (4))+dim(R(A4))
dim(R(4)) kaldes rangen af A.

I
3
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Lesningsmaengden til et ligningssystem

Givet ligningssystemet Ax=» kaldes en tilfeeldig losning x, fralesningsmeengden en
partikuleer losning. Det kan veaere den eneste losning eller en af mange.

Meaengden af alle losninger kaldes den fuldsteendige losning til ligningssystemet. Den
fuldsteendige losning fas ved ogsa at lase det tilsvarende homogene ligningssystem. Den

fuldsteendige losning fas sa som: L={ x,+z | zer en lgsning til den homogene ligning}.
@Dvelse 3

Vis, at x,+z erenlesning, hvis x, er en partikuleer losning og z er en losning til det
tilsvarene homogene ligningssystem.

Vis ogsa, at der ikke findes andre losninger.

Standardbaser

0

I R® erstandardbasen elz((l)), 822(1

0
—|-y(1

Tilsvarende geelderi R" : Basis bestar af n vektorer e, ...e

) . Enhver vektor veR® , hvor v:(x) , kan

y
1

skrives som v=x 0

hvor den i'te vektor har 0

n 4

som koordinater alle steder undtagen i'te koordinat, som er 1.

@velse 4
4

Skriv v= _03 som en linearkombination af de 4 vektorer i standardbasen.
2

Lineeere transformationer defineret af en matrix A

Linezere transformationer er en funktionstype, hvor R" er definitionsmaengden og
vaerdimengden er et underrumi R” . Underrummet kan blot veere nulvektoren og det
kan veere hele R" .Sommetider benyttes ogsa ordet afbildning som synonym for
funktion og veerdimeengden kaldes sa billedmangden eller billedrummet.

Definition

En lineaer transformation L kendes pa, at der for vilkarlige skalarer og vektorer geelder, at
L{au+pv)=a L(u)+pL(v)
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Dvelse 5

1 -2
Vis, at funktionen L:R°—R:L(v)=|1 2 |V eren lineaer transformation.
1 -1

Hvilken dimension har billedrummet?

Matricen for en lineeer transformation

For enhver linecer transformation L findes der en entydigt bestemt tilsvarende matrix A4,
saledesat Av=L(v)

Lad der veere givet en linezer transformation L:R"—R" . Vi seger efter en matrix A, sa:
VvER":L(v)=A4v .Specielt skal det gelde for enhedsvektorerne e,,i=12,..,n .

L(e))=Ae=s; ,hvor s, erdeni'tesejleiA.Dvs. at sgjlerne i A er bestemt af L. P4 den
anden side: Defineres A som matricen (L (e,), Lle,),....L(e, ), L (en)) ses, at

AV:A(Z Viei):z ViAei:z ViL(ei):L(z vie)=L(v)

Sammensceetning af lineere transformationer
Lad L og K veere linezere transformationer med tilherende matricer B og A.

Saer (KL)(v)=K(L(v))=K(Bv)=A4ABv ;densammensatte transformation har altsa den
tilherende matrice 4B .

Er T en lineeer transformation med en omvendt funktion 7' , er denne en linezer
transformation og har T den tilherende matrix A, har T~ den tilherende matrix 4~ .

@velse 6

121
Lad A—(3 2)
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Hvis A har en invers matrix, findes denne.

Definer den lineaere transformation L: R’—R* ved L(x)=Ax

Idet bz(_zl) , loses ligningen Ax=b som x=A'Ax=A'b

Geometrisk fortolkning af lineeere transformationer

Dvelse 7

I GeoGebra defineres t=1; lav en skyder for denne variabel.

Definer matricen R= C9S(t) _Sin<t) og vektoren v= 1
sin(¢) cos(t) 2

Dan produktet u=Rv

Benyt skyderen.

Forklar hvad der sker? Hvorfor sker det? Hvorfor mon matricen er kaldt R?
Hjeelp: Tegn sgjlevektorerne i R (og farv dem rode.) Farv ogsa u red.

Mere hjeelp: Skriv u som en linearkombination af de rode vektorer.

@velse 8 (Additionsformlerne)

Definer rotationsmatricer som ovenfor med rotationerne hhv. t, s og s+t. Hvis v roteres
forst vinklen t, sa vinklen s fas vektoren R R,v=R ,,v .Dette geelder for enhver vektor
og derfor er matricerne pa hver side af
lighedstegnet ens. Beregn dem og sammenlign

. . € | @ tube geogebra.org/student/mVRaMbTKS c w8 ¥ A O =
alle lndgange (elementer‘) RenSkrlv formlerne' ﬂ.SG DifEq € Ibm42 W Tr { i HTML # S | HB { i KRONOL L Lec W Proof »» Fr I8 YouT { i Galileo
Indseet specielt s=t. Hvilke formler fas sa? Linezere transformationer

Indtast nye tal i matricen A sé du far transformationer svarende til opgaverne 1 -8 i gvelse 9
Linesere Transformationer, kapitel 4.
6
@velse 9
5
. ] . 10
Benyt linket herunder, hvor du ser bilen til A= ( —T ) ‘
hejre: 5
Matricen A definerer en linecer transformation ’
. 1
som bilen transformeres med.
. . . 9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 2 1 .
Find de matricer, som giver resultaterne , du )

kan se pa neeste side i tabellen.

https://www.geogebra.org/m/06Q6YECp#material/VRaMbTKS8
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a2 ) a=( ) 4
- Do
Ay u,
Opgave 2
3 Dg

Opgave 5

vinkel (i , if,)= /4

Opgave 6 (Bem.:
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@velse 10

Se pa Mona Lisa i GeoGebraBook: MatematikA,
kapitel 10. (Link til bogen star under billedet.)
Undersog, hvorledes hun spejles, traekkes i og
skaevvrides, blandt andet ved at kombinere en
reekke linesere transformationer.

Underrum og lineeere transformationer

Fil Rediger Vis Indstilinger Veerktej Vindue Hjeslp

x

Logget ind som IBM42

A P OO LN e ) &)

LI ac~
40
4 (1 3 )
= 30
3|2
20
10
0P,
a0 30 20 10 10 20 30

Input:

| @

https://www.geogebra.org/m/06Q6YECp#chapter/27235
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Opgaver
Opgave 1

Beregn linearkombinationerne:
1. (4,7)—(2,3)+4%(1,3)
2. 4(1,0)+3%(0,1)

Opgave 2

Skriv udtrykkene som linearkombintioner af vektorene u, v og w:
3. Tu+3v-2u
4. 4(u—2v)-3(2u+v)

5. 0(u+3v—w)+50

Opgave 3

2
Givet vektorerne u=|2|,v=| 0 |,u=
2

2 0
og x=|4]|,y=|0]| skaldu
1 5 1

6. skrive x som en linearkombintion af de tre forste og

7. vise, at y ikke kan skrives som en linearkombination af de tre forste.

Opgave 4
_ _ 1 2
Beregn vektoren x, som opfylder ligningen +(2)x—+v(2)u+v=0 ,hvor u=(2|,v=|-2
1 3
Opgave 5
2 0 4
A= 1 4 -2
~1 2 —4

8. Find en basis for nulrummet N(A)
9. Bestem dimensionen af billedrummet R(A)

10. Find en basis for billedrummet

Opgave 6

Find matricen svarende til den lineaere transformation L, hvor
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Underrum og lineaere transformationer

L((x,y)=(x+y,y.2x+3y)

Opgave 7

Find matricen svarende til den linesere transformation L, hvor

=2~ ) r[2) ro-( 2)

Opgave 8

For vilkarlige vektorer u og v skal du vise:
11. span(u,v) = span(u,u+v)
12. span(u,v) = span(u-v,0)

13. span(u,v) = span(u+v,u+v)

Opgave 9
Tilherer vektoren (-3,7,7) span((1,0,0), (0,1,0) ,(0,0,1))?

Opgave 10
Find matricen for den linezere afbildning f(x,y) = (2 y, x-v)

Opgave 11
Givet funktionen f(x,y)=3x—2y . Vis:
14. atf er lineeer og

15. find matricen for f.

Opgave 12

Betragt den linesere funktion f:R’— R’ givetved (x,y,z)—(x,y)
tilsvarende matrix.

. Angiv den
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Projektioner og ortogonalitet

Definition af prikproduktet
Prikproduktet af to vektorer u og v tilherende R" defineres som
uv=y u;v,

Andre navne for det samme begreb er: skalarprodukt (for det er en skalar / et tal) eller det
indre produkt.

Sceetninger om prikproduktet

Idet u,v,weR" og a eren skalar gelder:
1. wuwu=>0

2. wuv=v-u

3. w(vtw)l=uv+tuw

4.  u(av)=a(uv)

5. wu=0=u=o
@velse 1

Vis ovenstdende 5 saetninger.

Normen af en vektor
Normen eller leengden af en vektor u defineres som  |ju||=vu-u .

Afstanden mellem to vektorer er normen af differensen mellem vektorerne.

@velse 2
1 1
Idet u=| 2 |,v=|-2]| skal du beregne leengderne af vektorerne og afstanden mellem
-2 1
dem.

Scetninger om prikproduktet

Idet u,veR" og a eren skalar gelder:

6. |lu|=0

7.  |lul|=0=u=0

8. [lovul|=[ot] []u]]
@velse 3

Vis ovenstaende 3 saetninger.
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Eksempel fra R°

e Hvis u=a(cos(t),sin(¢))ogv=p(cos(t+m/2),sin(t+mn/2))=p(—sin(¢),cos(t)) ses, at

vektorerne star vinkelret pa hinanden og at deres prikprodukt er
a.p(—cos(¢) sin (¢)+sin(¢) -cos(z))=0.

¢ Omvendt geelder ogsa: Hvis vektorerne star vinkelret pa hinanden, kan de skrives
som u og v ovenover, og deres prikprodukt er 0.

* Endvidere: Hvis prikproduktet er nul, og vektorernes vinkel med x-aksen er hhv. s
og t, kan dette skrives som af(cos(¢)-cos(s)+sin(z)-cos(s))=cos(t—s)=0. Heraf
folger, at vinklen t-s er ret.

Projektion i R

Projektion af vektoren v pa vektoren u#o defineres som vektoren p=a-u hvor
ul(v—p).
Tallet o bestemmes sa af ligningen:
u(v=p)=0e
u-(v—o-u)=0=
uv—u-(o-u)=0e
o=2"Y
u-u
hvorefter
_uv. s

u-u
Man kan ogsa stille sporgsmalet: Hvilken veerdi
af a vil gore afstanden mellem vektorerne u og v (dvs. leengden af v-p) mindst mulig?

Ortogonale vektorer i R"

To vektorer siges at veere ortogonale ( eller vinkelrette pa hinanden), hvis deres
prikprodukt er nul.

Pythagoras seetning i R"

Hvis u og v er ortogonale, er ||u+vH2= ||u||2+ ||vH2

Bevis

Antag, at u og v er ortogonale:

Hu—i—v sz(u—i-v) -(u—l—v):u -(u+v)+v -(u—l—v):u ‘Utu-v+v-utv-v= Hu ||2+ ||v HZ

Projektion af vektorer i R"

Analogt med resultatet side 45 defineres projektionen af vektor v pa vektor u som

5 Sammmenlign med Projektionsvektor, Vektorer i Planen, Vektorer (IM 2014)
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p :%u , hvor u er en egentlig vektor.

Lemma
Vektorerne p og v-p er ortogonale.

Vi beregner de to vektorers prikprodukt:

2 2
p'(V—P):P'V—P'P:—u.vu'V—(u.v u)(uv u):(u~v) u 'V)2u~u=0 og da dette er

nul, er vektorerne ortogonale.

Cauchy-Schwartz' ulighed

For to vektorer u,veR" geelder Cauchy-Schwartz' ulighed:
e -vI=lul V]

Bevis

Idet p er projektionen af v pa u, er p og (v-p) ortogonale og p =%u . Pythagoras
setning benyttes pa de to ortogonale vektorer:

Ip|P<llp F+llv=p IP=Ilp+(v=p)IF= v If
Ved indseettelse fas sa

2 2
u-v

2
u-v u-v 2
SIIVIIZ‘E’( u) ‘(u'u)SIIVIlz‘i’i(u. ) <IvIPeluv F<lulP v I e u-vi<lu b

—u
u-u

Bemeerk, at selvom beviset ikke er korrekt, nar u er nulvektoren, geelder uligheden dog
ogsa i dette tilfaelde. Overvej, at der kun geelder lighedstegn, nar en af vektorerne u eller v
er nulvektoren eller v-p er nulvektoren. Hvad betyder det sidste for vektorerne u og v?

Trekantsuligheden

For to vektorer u,veR" gelder trekantsuligheden:
[t v <[l [

Bevis
Da |lu+v|f=[jul+2-u-v+||v|} (seside 45)fas

e+ [P =llee [P+2 -2 v +1v [P <llee [P+ 20fae [l [+ P =l [+ ][V [}, hvor Cauchy-
Schwarts' ulighed og kvadratsaetningen er benyttet. Trekantsuligheden folger nu
umiddelbart ved at tage kvadratroden pa begge sider.
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Vinklen mellem 2 vektorer i R"

Lad u,veR" veere egentlige vektorer. Sa defineres vinklen 0, (0<0<m) mellem dem
som vinklen, hvor cos(0)=—% "> _
[oa [[ {1
*  Bemeerk, at ifolge Cauchy-Schwartz' seetning geelder, at —1 Snuiﬁﬁ <1

Vinklen er derfor entydigt defineret.

v
e [l Mlv 11

samme retning som hhv. u og v.

« Bemerk, at cos(0)= - dvs. prikproduktet af to enhedsvektorer med

* Leengden af projektionen af v pa u er sa:

u-v u-v
I == 1= eos () 1=l eos o)

e [|=

Dvelse 4

Lad u,veR” vere egentlige vektorer. Beregn leengderne af disse samt leengden af v-u.
Lad der veere givet en trekant i plangeometrien med disse sideleengder. Beregn med
cosinusrelationerne cos til vinklen mellem siderne svarende til # og v, og sammenlign
resultatet med definitionen ovenover.

Lemmaer

Lad u,v,weR" og at de to forste vektorer udger en basis for underrummet U=span(u,v).
Vi gnsker at finde den vektor i U, der er neermest ved w.

Antag, at p er en vektor i U, saledes at w-p er ortogonal pa alle vektorer i U. Lad x veere en
vilkarlig anden vektor i U. Da bade p og x er vektorer i U, geelder det ogsa for p-x, som
derfor ifelge antagelsen star vinkelret pa w-p. Derfor kan Pythagoras seetning benyttes:

lw=x [F=l(w=p)+(p=x) F=ll(w—=p) I+ p—x) I
Heraf ses, at p er neermest ved w; kun hvis x=p vil x veere lige sa teet pa.

Neeste sporgsmal: Findes der en sadan vektor p, sa w-p star vinkelret pa alle vektorer i U?
Det geelder hvis og kun hvis

(w—p) u=0A(w—p)v=0
fordi alle vektorer i U er linearkombinationer af u og v.

Hyvis vi skriver p=o-u+f-v, skal vialtsa vise, at de to ligninger har lesninger for a og
B.

Ved indseettelse fas:
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(w—oc-u—ﬁ-v)-uzo weu—o u-u—p-v-u=0 u-u voullo\_|wu
= = =
(w—o-u—p -v)-v=0 wv—a u-v—Pp-v-v=0 u-v vy (B) Wy
Beregnes determinanten for matricen fas |ju|[* ||v|—(u -v)* ; det folger sa af Cauchy-

Schwartz' ulighed at determinanten er positiv, da basisvektorerne ikke kan veere multipla
af hinanden.

Projektion pa et underrum i R"

Definition af projektion pa underrum

Lad UcR" og weR" :saer projektionen af w den entydigt bestemte vektor p, for
hvilken w-p er ortogonal pa alle vektorer i U.

Definition af afstand fra vektor til underrum

Med betegnelserne fra forrige definition, er afstanden ||w—pl|

Sceetning om afstanden

Projektionen p er den vektor i U, som har den mindste afstand til w

Saetning om projektionen

n

Lad UZSR" vereetunderrum med enbasis{ v, v,..,v, }oglad weR" .Sa eksisterer

projektionen p af w pa U og p kan skrives som linearkombinationen:

p=2.9,v, /hvor a a,.. o, erlosninger til ligningssystemet
i=1
VitV VitV e vy w v
1"V 1'V2 Ve o 1
(1) (Y2 Vi V22 Mt O |=| W V2
: : : i, :
Vk 'Vl Vk 'V2 ccc Vk ’Vk W'vk
Bevis

Hyvis der findes en projektion p i U, kan den skrives som den anferte linearkombination.
Da w-p star vinkelret pa enhver vektor i U, star den ogsa vinkelret pa de k basisvektorer,
hvilket giver os k ligninger til bestemmelse af koefficienterne.

i=k i=k

Vj€{1,2,...,k}:vj~(w—p O@v Z O@v w= vzavczav V=W,

i=1 i=1
Det ses nemt, at disse ligninger er ensbetydende med matrixligningen i seetningen. Der

tilbagestar nu blot at vise, at ligningen har en lgsning.
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Kaldes matricen, hvis elementer er prikprodukter af basisvektorerne fra U, for M, vil vi
vise, at det(M )#0 , da ligningen s kan lases og har en entydig bestemt lgsning. Det er

ensbetydende med, at sgjlevektorerne i M er linezert uatheengige. Kald sgjlevektorerne
m, m, ...n
Nu antages, at det ikke er tilfeldet, men at der eksisterer en linearkombination, hvor ikke
i=k
alle koefficienter er nul, siledes at Y. a,-m,=06 .

i=1

Nar de to vektorer er ens, skal alle k koordinater veere ens(og definitionen pd m,; benyttes
i=k

(se (1)): Za m=0=>VY j€(1 Za v, v,=0

i=1

Fra regler om prikprodukter vides, at der kan byttes om pa raekkefolgen af faktorer og at
den feelles faktor s& kan seettes udenfor en parentes:

Il
=

i=k i
a,-m=0=V je€(l Z v,v=0=Vje(l,2,.. kfv,- ) a;v=0
i= =1

i

Kaldes u= Z a;v, ,ses at vektoren u er en bestemt linearkombination af basisvektorerne
i=1
i U forskellig fra nulvektoren og dermed en egentlig vektor i U.

u star vinkelret pa alle basisvektorerne i U, da prikprodukterne er nul. Men sa star u vin-
kelret pa sig selv, og u-u=0 , og sa er u nulvektoren hvilket medforer
Vj€l,2,.., k:a;=0 imodstrid med, at ikke alle koefficienterne er nul.

Sejlevektorerne i M er altsa linezert uatheengige, det(M)#0 , M~' findes og der
eksisterer en lgsning til ligningen.

Seetning: Beregning af koefficienter til p

Lad UcSR" vere et underrum med enbasis{ v, v,..,v, }oglad weR" .Kaldes
matricen, hvis sgjlevektorer er underrummets basisvektorer, for A, kan

1. Mskrivessom A"-4=M og
2. hejresiden i ligning (1) er 4"-w
031
3. o=[%|=(4"4)"4"w
o

4. p=Aa=A(A"4)"'A"w
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Bevis

1. Elementet m; i M er prikproduktet af vektorerne v; og v; det er netop samme
resultat som produktet af den i'te reekke i A” og den j'te sgjle i A.

2. Tilsvarende er produktet af den i'te reekke i A" (dvs. v;) og w netop det i'te element i
hejresiden af ligning (1).

3. Ligningssystemet (1) kan derfor skrives:
o A"da=A"w ogda M=A4"-4 erinvertibel, fas
o a=(A"A)"A"w

k
4. Da p=), a,v,=Ao fas pastanden 4. ved indsaettelse af resultatet fra 3.

i=1

Bemeerkninger

Kald P=A(A"A4)'4" ;sder p=Pw ogp er funktionsveerdien (eller billedet) af den
linecere transformation svarende til matricen P.

Dvelse 5

Find og reducer matricen PP.
Hvilken lineeer transformation svarer det til og hvordan skal udtrykket tolkes?
Hvilket underrum er billedrummet for P?

Hyvilke vektorer tilhgrer nulrummet for P?

Projektion pa et underrum med ortogonal basis

For et underrum med ortogonal basis geelder, at prikprodukterne v, -v,=0 fori#; og
dermed loses ligningssystemet (sammenlign med saetningen side 48)

V] 'V] V] 'V2 e V] 'Vk a w 'V]
1
VoV Vo Vy ot VoV | O || WY,
vev, vy e vev [\ %) |wey
k71 k72 k Uk k
. . . . . Wy,
nemt, da matricen til venstre bliver en diagonalmatrix: o,=
Y

i=k Wy,
Hermed fas p=), » vl

i=1 Yi Vi

Vi

i=k
Hvis basis er ortonormal (dvs. Vi€l,2,..k:v,-v,=1 )fas: p=Z(W V)V,
i=1
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Mindste kvadraters metode

Problemet

Projektioner og ortogonalitet

Forestil dig, at du vil finde en eller anden sammenhaeng mellem variable i “den virkelige
verden”. Det kan vaere sammenhangen mellem tiden og kaffens temperatur, vaegten og
fjederens udstraekning, kalorieforbruget og veegteendringen osv. Athaengig af hvilken
sammenheeng der er tale om, kan du have forestillinger sammenhaengens type: linezer,
eksponentiel eller noget tredje. For at kunne finde parametre i modellen indsamles data,
men ligningssystemet vil normalt ikke have en lgsning, da data pa grund af malefejl (eller
pavirkning af ukontrollerede variable) ikke passer perfektii den teoretiske

funktionssammenhaeng.

Antag, at vi vil finde en lineser ss mmenheeng y=ax+b ved hjeelp af de malte data i

tabellen herunder:

x 2 |5 |7 |10
y |6 |10 |11 |16

Disse punkter ligger ikke preecist pa en ret linje, men det er
muligt at finde en linje ved linezer regression, som passer

nogenlunde. (Se tegningen til hojre.)

Hvis punkterne 1& perfekt pa en ret linje ville parametrene 7

kunne findes som losning til til felgende ligninger:

6=a-2+b

10=a-5+b  44m kan skrives som
16=a -10+b

2 1 6

5 1 a:10

7 11\b 11

10 1 16

Hyvis vi vil lese ligningssystemet grafisk, fas
tegningens linjer — og mere end 1 skeerings-
punkt. Hvad skal s& veelges som parametre?
Regressionslinjens parametre er benyttet til at

markere punktet (a,,b,) .Men hvordan skal
disse beregnes?

______

_Aorskiiften: v = 1.21x + 3.51 i
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Lineaer Algebra Ib Michelsen

Metoden
2 1 6
51 a 10
2 7 1 (b)Ogy 11
10 1 16

Vi skal finde den linearkombination af sgjlevektorerne i A, som er naermest y (som er
vektoren bestdende af malepunkternes y-veerdier). Med det indferte afstandsbegreb er det
projektionen af y p&4 underrummet U=span(a, a,) , hvor g er sgjlevektorerne i A.

o[z 57 10
1111

2 1 6
|2 5 7 10)5 1|_(178 24 A7 y=[2 57 10][10]_[299
111 1|7 1] 24 4 111 1| |43

10 1 16

Vi sgger nu OL=(Z) som lgsningen til 4" 4 (Z)= Ay

det(A" A4)=178 -4-24 -24=136

(ATA)flzL 4 =24
1361 —-24 178

al_ 1 [ 4 —24|[299|_ 1 [164]_(1,206
b) 136\—24 178 )\ 43 ) 136\478) \3,515
som du bedes sammenligne med regressionslinjens parametre pa forrige side.

Bedste rette linje (Definition)

Den bedste rette linje gennem n punkter i planen med koordinater (x,,y,),i=1.2,..,n er
linjen med ligningen y=ax+b hvor parametrene minimerer summen af de kvadrerede
afstande:
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Projektioner og ortogonalitet

Bedste rette linje (Sceetning)

D er mindst mulig, nar A(Z) er projektionen af y pa sgjlerummet R(A).

a og b findes som lesning til 4" 4 (Cbl)z 4"y (Normalligningen.)

Generalisering af mindste kvadraters metode

Metoden kan ogsa benyttes pa andre funktionstyper med to eller flere parametre.

Eksponentielle funktioner

Sammenhaengen y=bha* omskrives til In(y)=In(b)+xIn(a) .Imatricen A optreeder
som for reekkevektorerne (x,,1) , men i sejlevektoren y optreeder In(y,) .Metoden
bestemmer sa i forste omgang In(a) og In(b).

Polynomier

I princippet kan polynomier af enhver grad bestemmes pa samme made. Der forudseettes,
at antallet af dataseet normalt er storre end antallet af parametre. I matricen A optraeder
reekkevektorerne (x7'x;,1) .y-vektoren bestar som for den linezere sammenheeng af de
malte y-veerdier.

Lad der fx veere givet punkterne (-1,7), (0,3), (1,4), (2,9) og (3,17). Den sggte sammenhaeng
er af typen f(x)=ax’+bx+c .

Ve indsettelse af forste punkts koordinater fas: a-1+b-(—1)+c=7 . Tilsvarede ligninger
tds med de andre punkter. Ligningssystemet kan sa skrives:

Aoa=b, hvor
1 -1 1 7
0 0 1 a 3| og lieningssystemet omskrives:
A=|1 1 1|, 0=|blogy=| 4 § IBNESsy
4 2 1 c 9
9 3 1 17

Ao=bo A" da=A"b=(A4"A) (4" A)a=(4"A) " A" bea=(4"4)"4"b

Ved indseaettelse fas:

101490 o fo9 35 15) - [007 —014 —007| [a 2
A'=—1 0 1 2 3|,44=[35 15 5|(4 4 =-0,14 039 004 |.|b|=|-14

1 111 1 15 5 5 0,04 004 037/ \c| |34
Dvelse 6

Gentag beregningerne med papir og blyant og find desuden forskriften med GeoGebra.
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Lineaer Algebra Ib Michelsen

Det ortogonale komplement

Idet U er et underrumi R" , kaldes meengden af vektorer, der er ortogonale pa alle
vektorer i U, for det ortogonale komplement og betegnes U .

Qvelse 7

Vis, at det ortogonale komplement er et underrum.

Eksempel

Matricen A bringes pa echelonform:

1 2 3 I 2 3 1 2 3 1 2 3 I 0 -2
A=13 2 —1| ~ [0 =4 —-10| ~ (0 1 25| ~ |0 1 25| ~ (0 1 25
2 2 1 0 -2 =5 0 -2 -5 0 0 O 0 0 O

For at finde nulrummet N(A) loses ligningen: A x = o; det ses af den sidste matrix, at der er
én fri variabel x; ;lad x;=1 sa findes de to gvrige variable ved at lase
ligningssystemet:

1-x1+0-x2—2~1=0) ( X, =2 )
=

0-x,+1-x,+2,5-1=0 x,=—2,5
2
Heraf ses, at vektoren |—2,5| er en vektor i nulrummet; bemeerk at den er ortogonal pa
1

alle 3 reekkevektorer i A (Prikproduktet er 0). Ethvert multiplum af vektoren er ogsa
ortogonal pa disse vektorer og ligger dermed i nulrummet. Bemaerk ogsa, at den
udspaender nulrummet, thi veelger vi en anden veerdi til den frie variable, zendres de
ovrige proportionalt hermed og der fas en vektor, som er et multiplum af den forste.
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Projektioner og ortogonalitet

Opgaver
Opgave 1
Find prikproduktet af vektorerne v og v, v og u, u og v, v og w, og endelig w og v, hvor
1 1 X
v=[2|,u=|-2logw=| 0
3 3 —X

Er der nogle af vektorerne, der er ortogonale?

Find en linearkombination af vektorerne v og u, der er ortogonal pa w. (Spiller det nogen
rolle, hvilken veerdi x har?)

Find alle linearkombinationer af vektorerne v og u, der er ortogonale pa w.

Opgave 2

Find én vektor, der star vinkelret pa v.
Find flere vektorer, der star vinkelret pa v. De skal alle veere lineaert uaftheengige.
Hvor mange kan der findes i alt?

Beskriv sa meengden af alle vektorer, der star vinkelret pa v.

Opgave 3

1
Lad v=|—-11,u
3

1
2
1

Find projektionen af u pa v.

Benyt formlen: p=Y e

i=1 ViV,

, som geelder for en projektion af w pa et underrum

udspeendt af de ortogonale vektorer v;.

Find afstanden fra u til underrummet udspeendt af v.
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Opgave 4

1 -1
Lad u=|2|,v=| 0 |,w=
1 1

O W

Vis, at u og v er ortogonale. Lad U veere det underrum de udspeender.
Find projektionen af w pa U.

Find afstanden fra w til U.

Find projektionsmatricen med formlen P=4(A4" A)' 4"

Beregn Pw ogsammenlign med det tidligere fundne resultat

Opgave 5
1[0
Find matricen for projektionen pa underrummet U=span||1|,|—1
1 1
1 0
Find matricen for projektionen pa underrummet U=span||—1|,|-1
1 1
Opgave 6
1 1 3 3
Find vinklerne mellem vektorerne v, 2( 2) og v2=( 0 ) hhv.w,=|0 logw,=|5]| °
4 4
Opgave 7
1 1 4 1
1 —1 2 0
L = = = =
ad u B e B E Y i
1 1 4 3

Vis, at u og v er lineeert uafhengige

6 Vinkler mellem egentlige vektoreri IR" defineres som lgsningen til ligningen

cos(0)=—2"7

el [ ]

,0<0<m
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Projektioner og ortogonalitet

Vis, at w kan skrives som en linearkombination af de to forste.
Find projektionen af z pa span(u,v,w)

Opgave 8

Vis, at Cauchy-Schwartz ulighed geelder for de to vektorer

A W N =
DN AW N

Beregn vinklen mellem vektorerne

Vis, at trekantsuligheden geelder

Opgave 9

Benyt prikprodukt og norm til at vise

* Ml vIF= llulP+20 v+ [IvIF

Benyt sa (¥) til at vise, at
lvIF+llu=vIF=2 lul*+2 V] og
lu+v|f—|lu—v|f=4u v

Opgave 10
4

, V= ,w=§ og Us=span(u,v)
4

Hyvilken dimension har U?

Find den vektor i U, der har den mindste afstand til w.
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Opgave 11

For de folgende 5 par af vektorer beregnes projektionerne af den forste pa den anden og af
den anden pa den forste.

Opgave 12

1 1
Lad u=|1|,v=|-1| og U=span(u,v)
2

—1
1 0 0
Find projektionen af enhedsvektorerne e,=|0|,e,=[1].e,=|0| pa U
0 0 1

Opgave 13

2x +2y +z=0

4x +5y +3z=0 8

Find underrummet af lgsninger til det homogene ligningssystem:
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Projektioner og ortogonalitet

find projektionen af (7,3,15) pa dette underrum.’

Opgave 14
1 1 —4

Lad u= _23 V= :i W= ? og U=span(u,v)
2 -1 4

Hyvilken dimension har U?

Find den vektor i U, der har den mindste afstand til w.

Opgave 15

6
Lad u=|_ | v= ,w=8 og U=span(u,v)
0

SO o~
NN O

Find den vektor i U, der har den mindste afstand til w.

Opgave 16

Lad u=

BNV O]

, V=

—_— W N

2
,Wzi 0g U=span(u,v)
-1 5

Vis, at U=span(u,w)=span(v,w)

Beregn projektionsmatricen P fra IR" til U

Beregn projektionen p af z= pal

S O

-6

7 Prev ogsa at skrive totalmatricen for ligningssystemet og anvend kommandoen
ReducedRowEchelonForm[<matrix>]
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Opgave 17

1 0
Lad u,=|0|, u,=|1|,w=
0 0

0g U=span(u1,u2)

N

Antag, at det yderligere geelder, at U=span(v, v,)

Find eksempler pa vektorer ¥, , hvor den fglgende ligning er sand og eksempler pa, at
den ikke altid er sand:

— —

ﬁU:PJ1+

Hvad skal der geelde om vektorerne, der udspaender U, for at ligningen er sand?
Opgave 18

1 —1
Lad u,=|2|.u,=| 1 | og U=span(u, u,)
3 0

Find projektionen p af u, pa u,
Vis, at u, og u,—p erortogonale

Find en ortonormal basis for U

Opgave 19
x +2y=4

Find lesningen, der bedst opfylder ligningerne: —x +3y=1 med mindste kvadraters
x —y=0

metode.

Opgave 20

x +2y +z=8
Find losningen til ligningerne: —x +3y —z=2 med mindste kvadraters metode.
x -y +2z=5
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Projektioner og ortogonalitet

Los ogsa ligningerne med den seedvanlige metode og sammenlign resultaterne.

Kommenter resultatet.

Opgave 21

Givet observationerne i tabellen, skal du finde en eksponentiel funktion, som beskriver
sammenhangen, med mindste kvadraters metode.

x -3 1 5 7 10
y 12 17 24 29 39

Opgave 22

Givet observationerne i tabellen, skal du finde en polynomium af 3. grad, som beskriver
sammenheengen, med mindste kvadraters metode.

Opgave 23

Givet observationerne i tabellen, skal du finde en potensfunktion, som beskriver
sammenhangen, med mindste kvadraters metode. (Benyt den logaritmiske sammenhaeng
mellem variablerne.)

x 0,5 1 3 5 10
y 7,0 10,1 18,7 25,9 37,3
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Egenveerdier og egenvektorer

Definitioner
Lad A veere en givet kvadratisk matrix af orden 7.
Lad u veere en egentlig vektor og A et reelt tal. Hvis der geelder, at

Au=MAu ,kaldes u en egenvektor for A og tilsvarende kaldes A en egenveerdi.

Introduktion med eksempler

Eksempel 1

1 2
Lad A=
a 1 4

Au=hu<(A—NI)u=>o
I den sidste ligning er nulvektoren altid en lgsning, men som egenvektor skal der findes en
egentlig vektor. Da ligningen skal have flere losninger, skal determinanten veere nul. Vi

; vi vil undersgge, om der findes en egenveerdi:

I-A 2

— 2_ — 2_ .
1 4_k—k SAh+4+4+2=N"—5A+6 ;dette

beregner determinanten |A4A—)\ /|=

polynomium kaldes det karakteristiske polynomium for A. Redderne i polynomiet findes let
som 2 og 3. For hver veerdi findes den tilsvarende egenvektor:

For A=2 fas A—?xlz(_l 2) og (_1 2)(2)2(0) ; u:(Z) er altsa en egenvektor

-1 2 -1 2J\1) \0 1
(ligesom denne vektor multipliceret
med en skalar forskellig fra nul.) Fil Rediger Vis Indstilinger Veerktej Vindue Hjeelp Logget ind som IBM42
Nulrummet for 4—AI eret R oA L Pl OO &) N ec, 43 — -
underrum kaldet egenrummet for A  Agebra vindve B} Togneblok e
(herende til egenveerdien A.) le a= ( 12 ) 3 o
o -2 2 Vektor ,e g

For A=3 fas A—k[—(_l 1) og . " (i) /,/

BT

-1 1){1) o oo (1) |™ S e
u= i er altsd en egenvektor Lo v = (;) 1, ’ -
7 2

(ligesom denne vektor multipliceret : i
med en skalar forskellig fra nul.) . I O T S S R B
Til hejre ses de to egenvektorer u, Input: : @

og Vv, beregnetsom A-u, .
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Egenveerdier og egenvektorer

Eksempel 2

0
1

produktet bliver tveervektoren.)

Det er sa indlysende, at der ikke eksisterer nogen egenvektor! (Forklar hvorfor)

Men lad os alligevel opskrive det karakteristiske polynomium k() :
k(n)=r’—(1(=1))=A’+1 og det er klart, at det ingen redder har. (Hvorfor?)

Egenveerdier og egenvektorer eksisterer ikke i dette tilfeelde.

Lad os se pa matricen Az( _01) , hvor det geelder at 4 =i .hvor. (Kontroller, at

Eksempel 3 (Koblede differentialligninger)
Modeller af typen der beskrives her, kan opsta, hvis man fx vil beskrive
* forureningen som en funktion af tiden i et system af forbundne sger

* koncentration af et bedeovelsesmiddel i hhv. blod og veev

* et fysisk fenomen med Newtons 2. lov dv_1 Fog d_x:V
dt m dt

Som et taleksempel gennemregnes folgende:
Y ! =4117372 gom skrives som vektorfunktioner hhv. matrix: y'=Ay
yh=2y,+3y,

Funktionen y=09 er uinteressant som losning. Vi prever at finde lgsninger af typen:

y=f(x)u ogfelgelig y'=f'(x)u ,hvor f(x) er en reel funktion (og optreeder som
"skalar") og u er en konstant vektor. Dvs. hvis u er en egenvektor og A den tilsvarende
egenveerdi fas ved indseetningi y'=4y :

[ (xu=Af(x)us f'(x)u=f(x)dus f'(x)u=f(x)hu
For at ligningen skal veere sand, skal f'(x)=4f(x) , hvilket er opfyldt for funktioner af
typen f(x)=ce

4 3 4-n 3
. H A= A—NI=
erer (2 3) ;A= ( 2 3—x)

Ax

* Det karakteristiske polynomium er: A>~7 A+6

(-7)+39-4 6
2-1

e Redderneer A=
(@] )\‘1:1
2 3 2 2

-1
= Egenvektoren ulz( ! )

—

©] )\‘2=6
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e 4g[46 3 ) [-2 3
2 3-6) \2 -3

= Egenvektoren uzz(;)

* Lesninger til ligningssystemet er vektorfunktionerne

o cpe ( 11 ) og cz-eéx(;) eller linearkombinationer heraf:

1
-1

o  y=cre

2

+cz-e6x(3) hvor konstanterne kan bestemmes med kendskab til

en funktionsveerdi for vektorfunktionen. Antag fx at for x =0 er y:((S))

o S5a fas ligningssystemet

| (g):cl.eo 1

_1 +cz~eo
Sceetninger

;)@(_11 ;)c , som har lgsningen c:(?)

Potenser

Hvis A er en kvadratisk matrix, u en egenvektor for A og A den tilsvarende egenveerdi. vil
u ogsa veere egenvektor for 4" med egenveerdien A" .

Dvelse 1

Bevis setningen.

Antal lgsninger for et differentialligningssystem

Lad A veere en kvadratisk matrix af orden 7, hvor ligningssystemet y'=4y haren
losning og egenvektorerne (u;,) udger enbasisi R" .S4 findes der én og kun én
lesning, hvor y(0) =v. (veR”)

Bevis

Den fuldsteendige losning til ligningssystemet er givet som y=_¢,¢" u, .Indsattes

i=1
n n
. Q A0 .
begyndelsesbetingelsen fas: v= c;e""u;=) c;u=(u, u,..,u,)-c .Damatricens
i=1 i=1

sejlevektorer udger en basis, er den invertibel og dermed kan ¢ entydigt bestemmes.

Symmetriske matricer (Seetning 1)

Hyvis egenveerdierne for en symmetrisk matrix alle er forskellige, er egenvektorerne
ortogonale.
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Egenveerdier og egenvektorer

Bevis
Lad A og u veere forskellige egenveerdier med tilherende egenvektorer hhv. v og w.
Der geelder sa:
Ay w)l=(av) w=(4v) w=v (4" w)=v-(4dw)=v (uw)=u(v-w)
Hvis v -w#0 fasen modstrid: A=u . Derfor gelder: v -w=0

@velse b

Gennemga beviset og find argumenter for alle dele af det.

Symmetriske matricer (Seetning 2)

Lad A veere en symmetrisk 7nXn matrix. S har det karakteristiske polynomium preecis
n reelle redder (hvor dobbeltrodder teeller dobbelt :-) og A har n reelleegenveerdier.

Bevis

Beviset udnytter, at et n'tegradspolynomium altid har n redder; nogle eller alle kan dog
veere komplekse rodder. Hvis A er en kompleks rod. kan den skrives som 4,+i4, , hvor
A, og 1, erreelle tal, men i er et tal med egenskaben, at i’=—1

Der findes altsa n egenveerdier og A er en vilkarlig af disse. Opgaven er blot at vise, at A er
et reelt tal, dvs. at 1,=0 .

Da A er en egenveerdi geelder:
det(A—(A,+iA,)1)=0

Der multipliceress pa begge sider med en anden determinant:
det(A—(A,+i ) 1) det(A—(A,—il,)1)=0

S& benyttes produktreglen for determinanter: det (A4 B)=det( A4)-det(B)
det((A—(2,+iA,) 1) (A—(2,—i,)I))=0

De to matricer (red og bld) multipliceres, hvor der benyttes de seedvanlige regneregler for
matricer inklusive matrix-varianten af den 3. kvadratseetning;:

det (A=, 1V —(i2,)1)=0s
det((A—7,1V+(1,) 1)=0
Da den gronne matrix G har determinanten 0, findes der en egentlig vektor som losning til
(A=2,1)*+(2,)1)x=0
Lad u veere en sadan losning

(A= 1) +( AP u=0o
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Pa begge sider findes nu prikproduktet med vektor u:
(A=A 1)V +(2) T u) u=0 ue
(A= 1)%u) -u+(4) (uu)=0e

Bemeerk, at nu er det en ligning med tal! Og at multiplikation mellem matrix og vektor
ikke er markeret, mens der er en prik, hvor der beregnes et prikprodukt.

(=20 0) (A= D)u) -+ (2] Ju =0
u-( A= I) A=A Du+(2) u =0
u (A=2,1)(A=2, 1) u+(2,) |u]’=0e
I sidste led er udnyttet, at prikkes en vektor med sig selv fas kvadratet pa normen.

I forste led benyttes den kommutative regel for prikproduktet og derefter som (elementet
i) matrixproduktet der fas, ved at transponere den forste vektor.

Da A er symmetrisk geelder det ogsa for 4—A4,1 , som derfor er lig den transponerede:

uT<A_ill>T(A_ill)u+(iz)2 |u |2:0c>
((A_/lll)”)r(A_ill)”‘F(iz)z ul’=0e
(A=21)u)(A=2 Du+(2,) [u =0
Produktet af de to transponerede omskrives (med redt.) De to matricer (hhv. red og bla)

har et produkt (som element), der er lig med prikproduktet. Og da matricerne (vektorerne)
er ens fas kvadratet pa normen.

|(A—/111)u|2+(/12)2 |“ |2:0

Da forste led er positivt eller nul ma det sidste nedvendigvis veere nul. Og da u er en
egentlig vektor ma 4,=0 .

Men sd er egenveerdien et reelt tal.
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Opgaver

Opgave 1

Idet A:(; g) findes matricen A—AI , det karakteristiske polynomiun, egenvardierne
og egenvektorerne

Opgave 2

For 4 :(_7 i) find det karakteristiske polynomiun, egenveaerdierne og egenvektorerne
Opgave 3

Idet A:(z i) findes egenveerdierne og egenvektorerne

Opgave 4

Find egenveerdierne med egenrum for matricerne: (i ?) (';’ _11 ) (_12 ;)

Opgave 5

Find egenveerdierne og egenvektorerne for matricen:

W B =
N W N
N = =

Var omhyggelig med beregning af det karakteristiske polynomium og skriv mellemreg-
ninger peent op. Los 3.-gradsligningen med p/q-metoden og polynomiers division.

Opgave 6
Find egenveerdierne og egenvektorerne for matricen: (8 (1))
Opgave 7
30 0
Find alle egenvektorerne svarende til egenveerdien 3 for matricen: (0 1 2
0 -1 4

Find den anden egenveerdi.
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Opgave 8

Vis, at 7 er en egenveerdi for matricen og find de ovrige egenveerdier og alle
7 0 0

egenvektorerne for matricen: 0 4 1
0 -7 —4

Opgave 9

Hvad er egenrummet for matricen (Z 2) for enhver veerdi af k?

Opgave 10

o 5

1. Hvorfor er elementerne i en diagonalmatrix altid egenveerdier?
2. Find de to egenvektorer og kald dem u, og u,
3. Ved enpotens A* forstds matricen A benyttet k gange.

1. Beregn A’u, og A’u,

2. Skriv vektoren (x) som en linearkombination af u, og u,
y
3. Beregn As(x)
& y

Opgave 11

1. Vis, at hvis en kvadratisk matrix har egenveerdien 0, er den ikke invertibel.
2. Og omvendt: hvis den ikke er invertibel har den egenveerdien 0-

Opgave 12

Lad A veere matricen for projektionen af vektorer i
planen vinkelret ned pa den bla linje. \

1. Hvilke vektorer er sa egenvektorer?
2. Hvilke egenveerdier fas?

3. Generaliser resultaterne /

/
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Opgave 13
2 1 0 1
Vektoren (2| er egenvektor for matricen (2 1 0
4 0 2 4

1. Vis det er rigtigt
2. Find den tilsvarende egenvaerdi

3. Hvor fa beregninger er nedvendige for at besvare sporgsmal 2?

Opgave 14

Givet differentialligningssystemet

=4y +2y,
==y, +y

1. Beregn egenveerdier og egenvektorer
2. Find den fuldsteendige losning til ligningssystemet
3. Find den lgsning, hvor y,(0)=5 og »,(0)=—2
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