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Indledning

"Matematikeren Euklid levede og virkede omtrent 300 aar for Chr. i Alexandria, som den
gang var Midtpunktet for Graekernes aandelige Liv, og hvor leerelystne Ynglinge samledes
fra de mange Egne, hvor det graeske Folk havde nedsat sig. Han har givet yderst veerdifulde
Bidrag til sit Fags videre Udvikling; men frem for alt mindes han som den, der har samlet sin
tids elementeere Mathematik til en sammenhaengende Laerebygning. Det er denne, som
indeholdes i hans af 13 Boger bestdende Verk: Euklids Elementer."

Dette er begyndelsen af prof. Zeuthens indledning til Thyra Eibes overseettelse (fra graesk til
dansk) af Euklids Elementer. Hendes grundlag var J. L. Heibergs (og H. Menges) udgave fra
1880'erne, en udgave samlet fra mange kilder, bearbejdet og suppleret med en lettere
tilgeengelig overseettelse pa latin.

Thyra Eibes bog "Euklids Elementer I — II" findes nu pa Internettet
(http://www.archive.org/stream/euklidselemente0Oeuclgoog/euklidselemente0Oeuclgoog djv
u.txt), men for at se den fulde tekst henvises til J.L. Heiberg: EUCLID’S ELEMENTS OF
GEOMETRY (Greesk tekst, oversat til engelsk af Richard Fitzpatrick) pa hjemmesiden
http://farside.ph.utexas.edu/euclid/Elements.pdf og til D. E Joyce Euclid’s Elements:
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html’'

Selvom den klassiske graeske kultur har passeret Zenith, og Athen ikke leengere er det rige,
kulturelle centrum, er det 3. arhundrede (for vor tidsregnings begyndelse) en periode, hvor
matematikken udvikler sig: ikke mindst i Alexandria, hvor ogsa Aristarchos og Eratosthenes
og Apollonius fra Perga virkede.

Vi ved meget lidt om Euklid og kender kun hans "boger" gennem afskrifter af afskrifter med
al den usikkerhed det giver, fra kommentarer og henvisninger i andre veerker og ved at
sammenligne og sammendrage forskellige kilder. Men han far seren for matematikkens
udvikling til et aksiomatisk opbygget deduktivt system. Han begynder sit veerk med at
definere begreber (se nedenfor), opstille forudsaetninger (postulater, grundleeggende saetninger
eller aksiomer) samt almindelige begreber (slutningsregler om sterrelser, aksiomer). Herefter
bevises seetning efter seetning pa dette grundlag - dog efterhanden suppleret med de beviste
setninger og senere indferte definitioner.

Nar man beviser seetninger er det vigtigt, at man ikke laver "cirkelslutninger". Det forhindrer
Euklids metode: Man kan kun bevise nye setninger med saetninger, der allerede er bevist
eller er en del af grundlaget for teorien. Nar man som laeser kun ser nogle udvalgte
seetninger og beviset for dem, er det nedvendigt at bemaerke, hvor i reekkefolgen af
seetninger, de dukker op. Ellers risikerer vi at bevise seetning m med saetning 1, som forst

1 Se Kilder side 91
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senere bevises direkte eller indirekte med saetning m. Det ville veere en cirkelslutning.

I dette kapitel henviser seetningsnumre som fx VI.12 til Euklids nummerering: Altsa i
eksemplet bog 6, seetning 12.
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Konstruktioner

Klassiske konstruktioner udferes alene med passer og lineal (uden malestok.) De folgende
ovelser udferes med programmet GeoGebra (eller tilsvarende programmer.) Formalet er
tredobbelt: du skal leere at kende programmet, at forstd, hvad de omtalte begreber deekker
over og du skal leere at udfere konstruktionerne. Pa et senere tidspunkt skal
konstruktionernes rigtighed ogsa bevises.

En ligesidet trekant

Lad der veere givet to punkter A og B i planen. Du skal konstruere en trekant, hvor
linjestykket AB er den ene side, og hvor de to andre sider har samme leengde som AB.

Tegn cirklen med A som centrum og | AB| som radius; tegn cirklen med B som centrum og
IBA| som radius. Lad C veere et af cirklernes skeeringspunkter: tegn sa linjestykkerne AC
og BC.

AABC er den ligesidede trekant. O

6.97

Lad GeoGebra vise sideleengderne pa tegningen

Flyt figuren i planen (med musen): noter, hvad der eendres

Flyt A eller B og noter, hvad der eendres

Hvilken forskel gor det, om et punkt er markeret med bl eller sort farve?

¥ ¢ ¢ ¢
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Vinkelhalveringslinjen

Lad der veere givet en vinkel med spids i punktet A og yderligere bestemt af punkterne B
og C beliggende pa hver sit vinkelben. Du skal konstruere en linje (halvlinje), der deler
vinklen i to lige store vinkler.

Pa det ene vinkelben veelges et vilkarligt punkt D. Tegn cirklen med A som centrum og
|AD| som radius. Denne skeerer det andet vinkelben i E. Konstruer sa den ligesidede
ADEF.

Linjen gennem A og F er vinkelhalveringslinjen.. O

Lad GeoGebra vise storrelser pa UDAF og LJFAE.

Eksperimenter med at flytte pa punkterne, der bestemmer halvlinjerne.
Hvad er virkningen?

Skriv navne pa tegningen: Vinkelspids, venstre vinkelben, hgjre vinkelben,
vinkelhalveringslinjen

+ Lad GeoGebra vealge den rigtige overskrift: Spids, ret, stump eller lige vinkel

¢ ¢ ¢ &
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Halvering af et linjestykke

Tegn to punkter A og B i planen. Du skal konstruere et punkt M pa linjestykket AB, sa
|AM| = IMBI.

Tegn en cirkel med A som centrum og | AB| som radius samt en cirkel med B som centrum
og | BA| som radius. Disse cirkler skeerer hinanden i punkterne C og D. Linjen gennem C
og D tegnes.

Skeeringspunktet mellem denne linje og linjen gennem A og B er midtpunktet M. O

+ Lad GeoGebra beregne leengderne af linjestykkerne AM og MB.

+ Flyt punkterne A og B: ét af dem eller dem begge. Bemzerk, hvad leengderne af AM
og MB er.

+ Kunne man sige mere om linjen gennem C og D end at den skeerer AB i
midtpunktet M?
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At oprejse den vinkelrette

Tegn to punkter A og B i planen. Tegn den rette linje gennem punkterne. Tegn et punkt C et
vilkarligt sted pa linjen. Du skal konstruere en linje gennem C, der star vinkelret pa linjen
gennem A og B.

D velges som et vilkarligt punkt pa linjen gennem A og B, men forskelligt fra C. Tegn en
cirkel med C som centrum og |CD| som radius. Denne skeerer linjen i D og E. Tegn en
cirkel med E som centrum og | ED| som radius samt en cirkel med D som centrum og
IDE| som radius. Disse cirkler skeerer hinanden i punkterne F og G. Linjen gennem F og G

tegnes.

Denne linje gar gennem C og star vinkelret pa linjen gennem A og B. O

+ Eksperimenter med at flytte punkterne A og / eller B.
* Eksperimenter ogsa med at placere D og C andre steder pa linjen.
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At nedfeelde den vinkelrette

Tegn to punkter A og B i planen. Tegn den rette linje gennem punkterne. Tegn et punkt C et
vilkarligt sted udenfor linjen. Du skal konstruere en linje gennem C, der star vinkelret pa
linjen gennem A og B.

D veelges som et vilkarligt punkt pa i halvplanen, der ikke indeholder C. Tegn en cirkel med
C som centrum og | CD| som radius. Denne skeerer linjen i E og F. Tegn en cirkel med E som
centrum og | EC| som radius samt en cirkel med F som centrum og |FC| som radius. Disse
cirkler skeerer hinanden i punkterne C og G. Linjen gennem C og G tegnes.

Denne linje gar gennem C og star vinkelret pa linjen gennem A og B. O

+ Eksperimenter med at flytte punkterne A og / eller B.
+ Eksperimenter ogsa med at placere D og C andre steder pa linjen.

AL

\V.
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Euklids Elementer

Pa de folgende 2 sider folger indledningen til 1. bog startende med definitioner. Gengivelsen
stammer fra Thyra Eibes overseettelse.

Definitioner
1. EtPunkt er det, som ikke kan deles.
En Linie er en Leengde uden Bredde.
En Linies Greenser er Punkter.

En ret Linie er en Linie, som ligger lige mellem Punkterne paa den.

2
3
4
5. En Flade er det, som kun har Laengde og Bredde.
6. En Flades greenser er linier.

7. En plan Flade er en Flade, som ligger lige mellem de rette linier i den.
8

En plan Vinkel er Heldningen mellem to linier, som ligge i samme plan, have et
punkt feelles og ikke ligge pa ret linie.

9. Naar de Linier, der indeslutte vinklen ere rette, kaldes vinklen retlinet.

10. Naar en ret Linie er oprejst paa en anden, saa at de ved siden af hinanden liggende
vinkler blive ligestore, er enhver af de ligestore Vinkler ret; og den Linie, der er
oprejst pa den anden, kaldes lodret paa den anden.?

11. En stump Vinkel er en, som er storre end en ret.

12. En spids vinkel er en, som er mindre end en ret.

13. Omkreds er Greensen for noget.

14. En Figur er det, som indesluttes af en eller flere Omkredse.

15. En Cirkel er en plan Figur, indesluttet af een saadan Linie (som kaldes Periferien), at
alle de rette Linier, der kunne drages ud til den fra eet indenfor Figuren liggende
Punkt, ere indbyrdes ligestore.

16. Dette Punkt kaldes Centrum i Cirkelen.

17. En Diameter i Cirkelen er en ret Linie, trukken gennem Centrum og begraenset til
begge Sider af Cirkelperiferien; den halverer ogsa cirkelen.

> Nutidig sprogbrug erstatter "lodret pa den anden" med "en normal".

74



18.

19.

20.

21.

22.

23.

Euklids Elementer

En Halvcirkel er en Figur, som indesluttes af en Diameter og den af Diameteren
afskaarne Periferi. Halvcirkelens centrum er det samme som Cirkelens.

Retlinede Figurer ere saadanne, som indesluttes af rette Linier: tresidede, som
indesluttes af tre, firsidede af fire, flersidede af flere end fire rette Linier.

Af tresidede Figurer kaldes den, der har alle sider ligestore, en ligesidet, som kun har
to Sider ligestore, en ligebenet, og den som har alle tre sider uligestore, en skaev
Trekant.

Af tresidede figurer kaldes endvidere den, som har en ret Vinkel, en retvinklet, den
som har en stump Vinkel, en stumpvinklet, den, som har alle tre Vinkler spidse, en
spidsvinklet Trekant.

Af firsidede Figurer kaldes den, som bade er ligesidet og retvinklet, et Kvadrat, den,
som er retvinklet, men ikke ligesidet, et Rektangel, den som er ligesidet, men ikke
retvinklet, en Rhombe, den som har bade modstaende Sider og Vinkler ligestore, men
hverken er ligesidet eller retvinklet, en Rhomboide; de evrige Firsider kunne kaldes
Trapezer.’

Parallele ere de rette Linier, som ligge i samme Plan og, naar de forleenges
ubegraenset til begge sider, ikke medes til nogen af siderne.

Forudseetninger

Lad det veere forudsat:

1. At man kan traekke en ret Linie fra et hvilkensomhelst Punkt til et hvilkensomhelst
Punkt.

2. At man kan forleenge en begraenset ret Linie i ret Linie ud i eet.

3. At man kan tegne en Cirkel med et hvilkensomhelst Centrum og en hvilkensomhelst
Radius.

4. At alle rette Vinkler ere ligestore.

5. At, naar en ret Linie skeerer 2 rette Linier, og de indvendige vinkler pa samme side
ere mindre end to rette, saa mades de to Linier, naar de foleenges ubegreeset, paa den
side, hvor de to vinkler ligge, der ere mindre end to rette.

Almindelige Begreber
1. Sterrelser, som ere ligestore med samme den samme, ere indbyrdes ligestore.
2. Naar ligestore Storrelser leegges til ligestore Sterrelser, ere Summerne ligestore.

3

Nutidig sprogbrug definerer et trapez som en firkant, hvor to sider er parallelle.
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3. Naar ligestore Storrelser treekkes fra ligestore Storrelser, ere Resterne ligestore.
4. Sterrelser, der kunne deekke hverandre, ere indbyrdes ligestore.

5. Det hele er storre end en Del af det.
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Beviser

Seetning 1.1

Euklids ferste seetning handler om konstruktionen af den ligesidede trekant, se side 69.
Seetningen siger:

Givet linjestykket AB. Tegn cirklen med A som centrum og | AB| som radius; tegn cirklen
med B som centrum og |BA| som radius. Lad C veere et af cirklernes skeeringspunkter:
tegn sa linjestykkerne AC og BC.

AABC er den ligesidede trekant.

Tilbage star at bevise, at pastanden er rigtig i alle tilfaelde.

Beviset

Figur I

Der er givet de to punkter:

AogB A

Figur II

Lad cirklen (gren) veere tegnet med A som centrum
og | AB| som radius.

Cirklen kan tegnes ifelge Forudseetning 3.
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Figur III

Lad cirklen (red) veere tegnet med B som centrum
og | BA| som radius.

Cirklen kan tegnes ifelge Forudseetning 3.

Figur IV
C er cirklernes skaeringspunkt.

(At der faktisk er 2 skeeringspunkter aendrer ikke
beviset; den samme argumentation kan benyttes
uanset hvilket af punkterne, der vaelges.)

Figur V

Punkterne forbindes med linjestykker.

Linjestykkerne kan tegnes ifelge Forudseetning 1

|AC| = | AB| ifelge Definition 15
|BC| = | BA| ifelge Definition 15
|AC|

IBC| ifolge Almindelige Begreber 1

AABC er en ligesidet trekant ifelge Definition 20
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Seetning 1.4

Nar to trekanter har to sider parvis lige store og ogsa vinklen mellem disse sider er ens i de
to trekanter, da vil ogsa grundlinjerne veere lige store, trekanterne vil veere lige store og
vinklerne overfor de lige store sider vil veere parvis lige store.

Bevis

A D

Nar AABC leegges pa ADEF med punktet A pa D og med det rette linjestykke AB pa DE, vil
punktet B treeffe punktet E, fordi |AB| = |DEI.

Men sa vil ogsa AC falde pa DF, fordi DBAC = [JEDF, og punkt C vil treeffe F, fordi |AC| =
| DFI.

Heraf folger, at linjestykket BC deekker linjestykket EF og derfor er de ens. (ifolge
Almindelige Begreber 4).

Af samme grund er de to trekanter ens og tilsvarende geelder for de to vinkler.

Kongruens

Kongruente trekanter er trekanter, der kan deekke

B hinanden og hvor trekanterne parvis har samme
sideleengder, parvis har samme vinkelstorrelser og har
samme areal. Det er ikke et begreb, Euklid anvender, men
setningen 1.4 angiver et eksempel (SVS) pa tilstraekkelige
betingelser for kongruens. Tegningen til venstre viser én
af to kongruente trekanter, hvor de storrelser, der skal
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veere ens, er farvet gronne.

I seetning 1.8 anferes et andet eksempel (SSS) pa B
tilstraekkelige betingelser for kongruens: nar to

sider parvis er ens og grundlinjerne ogsa er ens.

Pa tegningen til hojre er de storrelser, der skal

vaere ens, farvet gronne.

I seetning 1.26 anferes et tredje eksempel (VSV /

VVS) pa tilstraekkelige betingelser for kongruens:

nar to vinkler parvis er ens og og en side er lig

med en side: enten en side, der ligger mellem

vinkelspidserne eller en side, der ligger overfor A

en af de lige store vinkler. c

Opgaver

Renskriv beviser efter ssmme model som eksemplet med den ligesidede trekant (se side 77)
for de andre konstruktions-saetninger (side 69 og felgende):

¢ Vinkelhalveringslinjen
o Hertil benyttes bl. a. seetningerne 1.1, 1.3, 1.8
o Benyt http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookl/propl9.html

* Halvering af et linjestykke
o Hertil benyttes bl. a. seetningerne 1.1, 1.4, 1.9
o Benyt http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookl/propl10.html

* Atoprejse den vinkelrette
o Hertil benyttes bl. a. seetningerne 1.1, 1.3, 1.8
o Benyt http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookl/propl11.html
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* Atnedfelde den vinkelrette
o Hertil benyttes bl. a. seetningerne 1.8, 1.10
o Benyt http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookl/propl12.html

Et overblik over alle seetninger i Bog I fas her:

http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookl/bookl.html
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Opgaver
1.

Lad der veere givet en vinkel BAC og dens
vinkelhalveringslinje. P er et vilkarligt punkt pa
vinkelhalveringslinjen.

Bevis, at afstandene fra P til hver af linjerne AB og
AC er lige store. A
Formuler resultatet som en saetning.
2.

Lad der veere givet en vinkel BAC og et punkt Q,
for hvilket afstandene fra Q til hver af linjerne AB
og AC er lige store. Det vil sige: | QF;|=1QF;|.
Punkterne F; og F, benaevnes ofte "fodpunkter".
Bevis, at Q ligger pa vinkelhalveringslinjen.

Formuler resultatet som en saetning.

A o
Note:

Vinkelhalveringslinjen er et eksempel pa et "geometrisk sted"; dvs. en punktmeengde, der
opfylder en naermere beskrevet betingelse.

3. ¢

Lad der veere givet et linjestykke, som er

halveret — jeevnfer konstruktionen side 71. Vis,

at linjen CD star vinkelret pa AB. M B
4.

Lad der veere givet et vilkarlig punkt P pa CD. .

Bevis, at |[PAI=IPBI. 14

5.

Lad der veere givet et vilkarligt punkt Q, hvor |QAI=1QBI. Bevis, at Q ligger pa linjen CD.

Note:

Ogsa midtnormalen er et geometrisk sted.
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Andre setninger

Seetning IV.4 (Den indskrevne cirkel)

Givet en vilkarlig trekant ABC. Tegn vinkelhalveringslinjerne til to af vinklerne. Lad
skeeringspunktet veere O. Nedfeeld den vinkelrette fra O til én af siderne. Lad F veere
skeeringspunktet mellem siden og den vinkelrette: tegn sa cirklen med centrum O og
radius OF. Denne cirkel er trekantens indskrevne cirkel.

Bevis

kan tegnes ifolge seetning
1.9 (se metode side 70). Skeeringspunktet er O.

Den vinkelrette kan nedfeeldes ifelge seetning 1.12
(se metode side 73)

A

For at vise, at O har samme afstand til alle sider,
nedfeldes den vinkelrette til en af de andre sider.

Ved sammenligning af trekanterne og

ses, at trekanterne er kongruente, da de har to
vinkler ens og en feelles side (AO). Jeevnfor
setning 1.26 (se side 80). Derfor er |OF| = |OGI.

Tilsvarende ses, at afstanden til den tredje side
ogsa er den samme: |OF| = |OH|I. Ifolge
Almindelige Begreber 1 er alle linjestykkerne lige lange.

B
%
F
&
B
%

Derfor vil G og H ogsa ligge pa cirkelperiferien. (Jeevnfer definitionen I.Def.15)

Ifolge II1.16 vil en linje, der star vinkelret pa en diameter, falde udenfor cirklen. Derfor vil
cirklen med centum i O og radius OF ikke skeere trekantens sider. Derfor tangerer cirklen

siderne og er den indskrevne cirkel. (Jeevnfer definitionen IV.Def.5) a
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Ovelse

Overvej, om du havde fae den samme lgsning (dvs. samme indskrevne cirkel), hvis du havde
konstrueret cirklen ved at tegne et andet par af vinkelhalveringlinjer? *

En ekstra overvejelse: hvordan ved man, at vinkelhalveringslinjerne skeerer hinanden?

Seetning IV.5 (Den omskrevne cirkel)

Givet en vilkarlig trekant ABC. Tegn midtnormalerne til to af siderne. Lad skeeringspunktet
veere O. Tegn linjestykkerne fra O til hver af vinkelspidserne. Tegn sa cirklen med centrum
O og radius OA.

Denne cirkel er trekantens omskrevne cirkel.

Bevis

Tegn midtnormalerne — hvilket kan gores direkte eller som hos Euklid felge seetning I. 10 og
1.11.

Skeeringspunktet er O.
Det ses nemt at trekanterne ODA og ODB er kongruente, jeevnfoer saetning 1.4.
Derfor geelder |OAl = |OB/.

Tilsvarende fas: |OBI| = |OCI.

Det vil sige, at afstandene fra O til
alle tre vinkelspiser er ens, jeevnfer
Almindelige Begreber 1.

Derfor er den tegnede cirkel den
omskrevne cirkel: se definitionen

IV.Def.6 O

* Modstridsbevis: Hvis der med den tredje vinkelhalveringslinje dannes et nyt skeeringspunkt, ma

det ligge udenfor én af vinkelhalveringslinjerne. Men det er ikke muligt!
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Seetning VI.12 (Fjerdeproportionalen)

Givet tre linjestykker med leengderne 4, b og c findes fjerdeproportionalen ved:

At tegne en tilfeeldigt valgt vinkel med vinkelspidsen O,

pa det ene ben at afseette punktet A (hvor a = | OAl)og punktet B (hvor b = | ABl) og
pa det andet ben at afsaette et punkt C (hvor c= 10Cl).

Linjestykket AC tegnes og gennem B tegnes en linje parallel med AC. Denne skeerer
vinklens andet beni D. d = |CD| er fjerdeproportionalen, dvs.

ac
b d
Bevis

Punkterne A, B og C kan afseettes ifelge seetning 1.3. (Observer: man kan ikke bare lofte
passeren!) Ifalge Forudsaetninger 1 kan punkter forbindes og ifelge seetning 1.31 kan den
parallelle linje tegnes.

Men fordi AC og BD er parallelle, —a
geelder b
oo B

OA_OC | . c

AB_ CD ifolge setning V1.2,
men da [OAl=a, IABl=bog |OCl=¢, A
fas:

o
a_c
b= d - e )
\\o

Dvs. fjerdeproportionalen er d = |CD| O
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Seetning V1.13 (Mellemproportionalen)

Givet to linjestykker med leengderne a og b findes mellemproportionalen ved:
At tegne et tilfeeldigt valgt (langt) linjestykke; vaelg B som punkt pa linjen.
AB afseettes med leengden a, BC afsaettes med leengden b. Halvcirklen over AC tegnes.

Den vinkelrette oprejses i B. Denne skeerer halvcirkleni D. Lad x = IDBI. Sa er x
mellemproportionalen; dvs.:

a_x
X b
Bevis —

AB og BC kan afseettes ifelge setning
L.3. D

Midtpunktet M findes ifolge seetning
L.10.

Cirklen kan tegnes ifolge
Forudseetning 3. B M

Den vinkelrette kan oprejses ifolge setning 1.11.

Ifolge seetning I11.31 er vinkel ADC ret, da det er en periferivinkel der spaender over en
diameter.

Da trekant ADC er delt af DB (som star vinkelret pa hypotenusen) i to trekanter, geelder
ifolge seetning VI.8Cor., at x er mellemproportionalen.

(Det folger ogsa af, at de to deltrekanter er ligedannede!)
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Ovelser
1.

Lad a=5, b=3 og c=12. Beregn fjerdeproportionalen (med hovedregning) og find derefter
leengden med en konstruktion i GeoGebra.

2.

Find pa samme made mellemproportionalen af 2 og 8 ved beregning og ved konstruktion.
3.

Find ved konstruktion med mellemproportional et linjestykke med leengden 17 .

4.

Givet et tilfeeldigt rektangel konstrueres (alene med passer og lineal — men gerne med
GeoGebra) et kvadrat med samme areal.
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Andre graeske matematikere

Eratosthenes og Aristarchos — og noget af deres arbejde med at skabe et verdensbillede - er
allerede omtalt i kapitlet om Ligedannede Trekanter.

Pythagoras — og den saetning, der baerer hans navn — er kendt af mange. Han er flere
hundrede ar aeldre end Euclid, som medtager hans setning som 1,47 i Elementerne. Seetningen
og anvendelser af seetningen studeres naermere i det naeste kapitel: Beviser i Trigonometri.

Apollonius fra Perga — der bl.a. er kendt for sine studier af keglesnittene — bliver lidt
ufortjent kun lige neevnt her. Keglesnittene er de plane kurver, der fremkommer, nar den
rumlige figur keglen skeeres af et plan. Afheengig af vinklen mellem keglens akse og det
skeerende plan kan kurven veere en cirkel, en ellipse, en parabel eller en hyperbel.

Arkimedes og T

Arkimedes levede i Syrakus (287 — 212 f.v.t.) beliggende pa Sicilien, som dengang var en
graesk koloni. Han gjorde sig geeldende pa mangfoldige omrader, men er ogsa kendt som én
af de store matematikere.

Bestemmelse af 7t

Det lykkedes for Arkimedes at bestemme 7t som et tal i intervallet fra 3 1/7 til 3 10/71.
Omskrives brekerne og m til decimaltal, ses det nemt, at afstanden mellem intervalgreenserne
er 21/10.000 og at m ligger ca. midt i det angivne interval.

Metoden, Arkimedes benyttede, var at beregne tilneermede verdier for en cirkels omkreds
ved at beregne omkredse for hhv. indskrevne og omskrevne polygoner. Jo flere sider
polygonerne havde jo nejagtigere blev beregningerne. °

Bestemmelse af cirklens areal

Arkimedes inddelte cirklen i trekanter, som det ses pa figuren neeste side. Ved at placere
halvdelen pa en ret linje i forleengelse af hinanden og den anden halvdel i de opstaede
mellemrum fas et parallelogram. Den ene sides leengde (i parallelogrammet) er cirklens
radius og den anden sideleengde er omtrent cirklens halve omkreds. Da trekantens sider er

> En naermere omtale af metoden findes pa

itech.fgcu.edu/faculty/clindsey/mhf4404/archimedes/archimedes.html
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korder i cirklen, er sideleengden lidt mindre end cirklens halve omkreds, men hvis antallet af
trekanter vokser, bliver fejlen mindre og mindre.

Fig. 2: Halvdelen af trekanterne foroven, halvdelen
forneden

Fig. 1: Cirklen opdelt i trekanter

Hyvis antallet af trekanter bliver meget stort, vil parallelogrammet naerme sig et rektangel.
Samtidig bliver cirklens halve omkreds et mere og mere rigtigt mal for den ene sideleengde;
den anden har konstant veeret lig med cirklens radius. Derfor fas:

. @) 2
Cirklens areal= —r=n-r-r=zx-r

2

hvor cirklens omkreds er O=2-7r ;r=_cirklens radius.’

Bestemmelse af kuglens areal

At cylinderen har en overflade med arealet
A=2-z-r-h ,

hvor r er radius i cylinderens grundflade og & er cylinderens hgjde, har veeret nemt at indse,
da den krumme flade nemt kan udfoldes til en plan flade uden deformation. Men at indse, at
en kugle har samme overflade som den cylinder, kuglen netop kan vaere indeni, er en bedrift.

Lad mig benytte jorden som et eksempel pa en kugle og lad jorden veere omgivet af en
cylinder, der rerer jorden ved aekvator (og har sin akse fra pol til pol.)

Forestil dig, at vi skeerer bade kugle og cylinder i tynde skiver (korte cylindere) pa tveers af
polaksen: Ved aekator er det klart, at kugleskive og den korte cylinder har samme overflade.
Men andre steder er cylinderens omkreds sterre; til gengaeld er hgjden af cylinderen mindre.

®  Se viden.jp.dk/binaries/an/8401.pdf (Artikel af Steen Markvorsen)
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Ovelse

+ Beregn jordens omkreds ved nordlig
bredde 56°, idet jordens radius seettes

til 1. (Hjeelp: Tegn et lodret snit gennem Breddegrady
jorden.)
+ Hvor mange gange storre er den JPolakse

tilsvarende korte cylinders omkreds?

Benyt tegningen herunder til de folgende sporgsmal

N™_skivekant

Centrum Cylindervaeg

+ [ princippet er jordskiven sa tynd, at kanten (bla, kaldet skivekant) er et ret
linjestykke.

Hvad er vinklen mellem radius og eekvator?

Hvad er vinklen mellem skivens kant og radius?

Hvad er vinklen mellem cylinderens akse og aekvator?

Hvad er vinklen mellem skivens kant og cylinderens akse?

Hyvis skivens kant har leengden 4, hvad er sa leengden af den tilsvarende cylinders
side?

* Begrund, hvorfor hver skive har samme overflade som den tilsvarende cylinder.
Kuglen har altsa overfladearealet O, hvor

O=4rr?

¥ ¢ ¢ ¢ &
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Anhang 12,
Die Qegeljdhunitte.
A. Die Parabel.

1) @rilarungen: Der geometrifhe Ort eined Punftes P, der
pont einem fejten ‘Punfte F' bdiejelbe Cntfernung Hat, wie von einer
feften Gevaden MN, Yeift eine Parabel. Der Punft F Heift der
Brennpuntt, die Gerade M N bdie Leitlinie derjelben. Tedbe Ge:
rade, welde den Brennpunft mit einem Puntte der Parabel verbindet,
ird ein Radiusdveftor (Bremnfirahl), die durd) F gehende, zur
Qeitlinie fenfredhte Gerade die AUdje, jede durd) einen Punft der Para-
bel gehende zu ber Acdhje parallele Gerade ein Durdhmefier (Paral:
leljtrahl) genannt. Die Benennungen Sefhne, Sefante, Tangente Haben
entjprechende Bebeutungen toie bei dem Kreife.

Aufgabie: Beliebig viele Punfte einer Parabel zu fonftruieren,
enn der Brennpunft und bdie Leitlinie gegeben find. A 12. A 7.

Tehriaty: Die Bavabel jdhneidet ihre A dhfe in der Mitte
3wifden dem Brennpuntte und der Leitlinie.

CErifarung: Diefer Durd)jhnittspuntt Heift der Scdheitel der
Parabel.

Lehriatz: Alle Punfte der Parvabe!l liegen auf derjeni:
gen Seite der Leitlinie, auf welder der Brennpuntt (iegt.
.28

Tehriatz: Jedem Punfte P einer Pavabel entipridht ein
sweiter Punft P derjelben, jo dap PP fenfredht zur Adje
fteht und von diefer Halbiert wird. L. 31. 12. 43, Buf. 2.

Bujah: Jebe zur Adfe fenfredite Gerabe [dhneidet die Parabel
in zwei Puntten, welde gleid) weit bon der Adfe abitehen, oder die Adhe
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