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Introduktion

Differentialregning benyttes til at beskrive funktioners vaekst: vokser funktionen eller
aftager den? Hvor hurtigt foregar det? Har funktionen en storsteverdi eller en
mindsteveerdi?

I mange af livets forhold er det vigtigt at kunne optimere ved hjelpaf en matematisk
model som for eksempel nar:

* enlandmand skal benytte den rigtige meengde kunstgedning for at maksimere
deekningsbidraget

* en fabrikant skal producere det rigtige antal vareenheder for at tjene mest muligt
* en dase skal designes, sa materialeforbruget minimeres
* man vil maksime styrken af et produkt

¢ ognar man skal veelge indkebsmaengde pr. indkeb for at finde den rette balance
mellem kebsomkostninger og lageromkostninger

* Osv.
For de x-veerdier hvor y-veerdien er storst eller mindst, er der i mange tilfeelde en vandret
tangent. Med differentialregning kan disse x-veerdier findes.
260000Kr. | Samlede omkdastninger
240000Kr.
220000Kr.
200000Kr.

180000Kr.

160000Kr.

T40000KT. 1+, . -
Minimum for samlede omkostninger
120000Kr.
100000KT.
80000KT.
60000KT.
40000K.

Optimal ordrestpgrrelse
20000Kr.

\ Ordrestgrrelse

OKr. : : : : : . : : : : :
" |ostk. 200stk. 400stk. 600stk. 800stk. 1000stk. 1200stk. 1400stk. 1600stk. 1800stk. 2000stk. 2200stk. 2400stk. 2600stk

—-20000Kr.

Derfor bliver det at finde tangenters haeldning en vigtig opgave.

Integration, som vi benytter det, skyldes Isaac Newton og Gottfried Leibniz, som i
slutningen af 1600-tallet uathaengigt af hinanden fik formuleret begreber og seetninger. Det
som kaldes "det bestemte integral" blev beskrevet som en uendelig sum af uendelig sma
storrelser. Integrationtegnet (som Leibniz benyttede) er et langstrakt s som en forkortelse



Differential- og integralregning (1)

af summa eller sum. Ideen var en ide, der havde veret leenge undervejs: Allerede
Arkimedes havde neesten 2000 ar tidligere benyttet uendelige summer for fx at finde
formlen for en cirkels areal.

-1 0 a 2 3 1b \

Opgaven gar ud pa at finde arealet mellem en graf og x-aksen og mellem 2 lodrette linjer.
Ved at tegne rektangler under grafen mellem de lodrette linjer (her 6), beregne summen af
deres arealer, far man et resultat lidt mindre end det sggte (kaldet en undersum.) Man
kunne ogsa have ladet rektanglerne veere lidt storre og deekke arealet fuldsteendigt og faet
et lidt for stort resultat. Men ved at lave uendeligt mange rektangler og gore dem
uendeligt sma, kan arealet findes som en greenseveerdi (af summen af rektanglernes
arealer.)

b
Med Leibniz skrivemade fas det ovenstaende areal som: f f(x)dx

a



6rundbegreber

Find heeldningskoefficienter

Find heeldningskoefficienter ved aflaesning

Ovelse 1

* Find heeldningskoefficienterne for de
tre rette linjer.

e Svar:

o BIla linje

© Red linje

o Gren linje

Find heeldningskoefficienter ved beregning

Ovelse 2

* Find heeldningskoefficienterne for de
tre rette linjer.

e Svar:
o Bla linje

© Red linje

o Gron linje
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Find tangentheeldninger for tangenter i A og B

Ovelse 3

* Find heeldningskoefficienten for den
rode tangent (i A) - B

¢ Tegn tangenteniB

* Find heeldningskoefficienten for
tangenten i B)

Tangentheeldningen som en funktion af x (1)

Dvelse 4
Pa tegningen af en parabel er der tegnet T /
en tangent i A(3,£(3)). \\ 1 //
« Find tangentens heeldningskoeffi- "\ '\’ o TN
cient
* Tegn 6 - 9 andre punkter pa grafen,
tegn tangenterne i disse punkter og
find deres haeldningskoefficienter
\
NS b

» Udfyld en tabel som nedenstaende

x (i tangentens reringspunkt)

Tangentheeldning

* Indtast punkterne i GeoGebra og find en funktion, der kan beskrive
sammenhangen mellem x-veaerdierne og tangenthaeldningerne.




Tangentheeldningen som en funktion af x (2)

Grundbegreber

Ovelse 5

Indtast i GeoGebra
funktions-forskriften for
_ (x+6)(x+1)(4—x)
flx)=terolat
Indsaet A som et punkt pa

A=(131,227)

grafen og tegn tangenten
(med tangentveerktgjet!).
Veelg for begge: Vis navn
og veerdi.

Find samherende verdier
af x(A) og tangenthaeld-
ningen.

Med ca. 10 talpar laves en liste af punkter ...

Kan du se sammenhaengen?

angent: y = 0.45x +1.68

Tangent og sekant

Ovelse 6

Tegn grafen til hojre i GeoGebra, idet
2
—g—X
S (x)=8=7

Lad A veere et punkt pa grafen

A=(166,731)

Lad h veere en skyder i intervallet ETRE N R

[-2,2] med tilvaekst = 0,01 og bredde =
500 px.

Definer B som: B = (x(A)+h, f{ x(A)+h))
Tegn en linje (sekanten) gennem A og B.

Flyt skyderen og bemeerk, at jo teettere 1 er pa nul, jo "teettere" er tangent og

sekant pa hinanden.

Seet h = 0 (enten med skyder eller ved indtastning). Bemeerk, at linjen ikke kan

tegnes! hvorfor?

Indtast en meget lille veerdi for h: Fx h = 0,00001. Zoom ind pa A. Hvad ser du?

b b AN o v & o

2 4 8 1M0N\J2 14 16 18 20 22 24 26 28

tangent: y =-0.83x +8.69
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Konvergens

Konvergens af talfalger
En talfelge (a,) konvergerer mod a, hvis og kun hvis der for er vilkarligt lille

£>0 findes et naturligt tal N>0, sa la,- al< ¢ for alle n>N.

Eksempel
Lad talfelgen (a,) veere defineret ved a,= 1/n. Talfelgen vil sa konvergere mod a =0, da:

* Velg fx € som 1/100. la,-al=11/n-01=1/n

o 1/n<1/100®1<— <100<
" “ =100 T

o Dyvs: veelges N =100, er betingelsen opfyldt.
*  Velg et vilkarligt ¢. la,-al=11/n-01=1/n
o l/n<eel<n-e=lle<n

o Duvs: veelges N = 1/¢, er betingelsen opfyldt; skulle N ikke veere et helt tal
oprundes det til et helt tal.

Dvelse 7
* For hvilke veerdier af a er talfolgen konvergent, hvor
a"—1
o = ?
ay="—7 1

10



Grundbegreber

Graenseveerdier

Omegn
Intervallet [a-0 , a+6] kaldes en omegn (omkring a). Det betegnes w(a).

Mengden [a-0, a+0] \ {a} kaldes den udprikkede omegn. Den betegnes w'(a).

Eksempel
1. Pa tegningen til hojre ses grafen for «
funktionen f og punktet 4=(x,,y,) . Vivil 0 /

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 15
undersogge: hvad sker der med / /
funktionsveerdierne for f, nar x-veerdierne -1

kommer teettere og tettere pa x, . A

2. I det gronne beelte ligger alle y-veerdierne i et

interval:, altsd i en omegn om y, (som vi -3
kan kalde (y,) ).Findes der en omegn om /f

x, saledes, ati denne omegn er alle funktionsveerdierne indeholdt i o(y,) ?
Det svarer jo til, at en lille stump af grafen pa hver side af A skal ligge i det gronne
beelte.

3. Hvis der findes sddan en udprikket omegn om x, ( ®'(x,) )lige meget hvor
smalt det gronne beelte bliver, siger viat f(x) naermersig y, , nar x neermer sig

X, .

4. Dette vil vi nu formalisere herunder i definitionerne.

Matematiske symboler

V kaldes alkvantor og betyder og leeses "det geelder for alle". Se eksempler pa
anvendelsen herunder.

3 kaldes eksistenskvantor og betyder "der findes / eksisterer".

x€l leeses: elementet x (som fx kan veere et reelt tal) tilherer (dvs. er en del af eller et
element i) meengden I (som fx kan veere et interval.)

Greenseveerdier
limes  f(x) 1

Grenseverdien for f(x) ,nar x neermer sig x, , betegnes
X=X
0

1 Oftest skrives lim i stedet for limes. Ordet betyder graense; sammenlign med engelsk: limit.

11
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Greenseveerdien eksisterer og er

V(D(yo):au)'(xo)ZXE(D ’(x0)=>f(x)€u)(y0)

v, ,hvis felgende betingelse er opfyldt:

Sidste linje leeses: Det geelder for alle omegne omkring y, , at der findes en udprikket
omegn omkring x, , saledes at: Hvis x tilherer denne udprikkede omegn, tilhorer f(x)
omegnen omkring y, (lige meget hvor djevelsk lille den matte veere:-)

3 eksempler
1
)= - 1)/ (x - 1) -
f Yo 3 4
0.5
Xo 25 35
0.2 04 06 0.8 12 14 " A
0 3
2
-05 25
15
1 2
15
15 f/‘
Yo A 05 /
2 05
0
0 0.2 04 06 08 A 12 14 0
25 Xq 02 °© 02 04 06 08 x 12 14
Grafl Graf II Graf II1

1. Den 1. graf er ssammenhaengende: Punktet A ligger pa grafen og [ (x,)=», og
greenseverdien for f(x)=f(x,) .PFunktionen siges at veere kontinuerti x, .Og
da den er kontinuert for alle x-veerdier, siges funktionen at veere kontinuert.

2. Den anden graf er ikke sammenhangende: funktionen er diskontinuert. Bemeerk, at
for x,=1 kan funktionsveerdien ikke beregnes! Men funktionen har tydeligvis en

greenseveerdi, ndr x neermer sig 1:

x—1

limes f(x):

3. Den tredje funktion laver et spring ved x=1. f (1)=3 , men for alle bare lidt storre
x-veaerdier, er de tilsvarende funktionsvardier storre end 4. Her har funktionen ikke
en greenseveerdi, nar x naermer sig 1.

Kontinuitet

fer kontinuert i x,, hvis og kun hvis der for vilkarligt lille £ > 0 findes 6 >0, sa |f(x) - f{x,)

< ¢ for alle x, hvor |x - x,! <6.

Hyvis f er kontinuert for alle x i definitionsmeengden, siges (funktionen) f at veere

kontinuert.

12




Grundbegreber

velse 8

* Formuler den forste del af definitionen med benyttelse af matematiske
symboler.
* Formuler den forste del af definitionen med benyttelse af omegne.

Dvelse 9

* Undersog betydningen af kontinuitet ved at eksperimentere pa hjemmesiden:

o https://www.geogebra.org/m/JKBGMzAU

Sceetninger om graeenseveerdier

13
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Bevis for 1.
Givet et ¢ skal vi finde et d, sdledes at: | x—x, |<d=>1 (f(x)+g(x))—(a+p) I<e.

Da begge funktioner har de naevnte greenseveerdier, kan vi finde et 0, sdledes at
| x—x, 1<d=1 f(x)—a I<eRogl x—x, I<d=1 g(x)-p I< ¢g/2.

For denne veerdi af 6 geelder sa:
(£ (x)+gl)~(a+B|=lf (x)=a+(g(x)-p)| < |flx)=a] + |g(x)=p| <eref2=e
QED
Overvej, hvorfor uligheden geelder. Start fx med eksempler som: 14+ 3| og 14 -31.

@vrige beviser overlades til leeseren.

14



Tretrinsreglen

Generelt

kort leengde
Et Eksempel
Her er en graf, der viser ssmmenhaengen st

mellem koretid og kert leengde. Vi kan sagtens
beregne en gennemsnitlig hastighed for den

korte straekning: 6/7 km pr. minut. Vi kan ogsa = .
sagtens se, at hastigheden har veeret varierende,
men vi kan ikke umiddelbart svare pd, hvad
hastigheden har veeret i et bestemt gjeblik, da vi
ikke kan fa to malinger i et gjeblik.

Men hvis vi kunne erstatte grafen pa et lille e
bitte stykke med tangenten ...

2km

Tretrinsreglen

Opgaven er at finde tangentheeld-
ningeni 4 (xo, ¥,) .Den kan ikke
beregnes umiddelbart, men detkan 7
sekanthaeldningen for sekanter gennem -
A og et nabopunkt i en udprikket

omegn: o'(x,) .

0o 02 04 0.6 0.8

1 12 14 1.6 18

Definition af tangenthceldningen

Hyvis sekanthaldningen har en
greenseveerdi for x—x, er den tangentens heaeldningskoefficient og tangenten er linjen
gennem A med denne haeldningskoefficient. Heldningskoefficienten kaldes ogsa
differentialkvotienteni x, .

Metode
I. Beregning af Ay

© Med udgangspunkti A, der har x-veerdien x, findes nabopunktet B pa grafen
med x-veerdien x,+Ax . Forste trin gar ud pa at beregne funktionstilveeksten

Ay=f(x+Ax) = f(x,)
o Ofte veelger man at seette Ax =h

© Ved beregning af Ay for en bestemt funktion bruges denne og differensen kan
evt. omskrives eller forenkles.



II. Beregning af sekanthaldningen

o Sekantheeldningen beregnes om %

o Ogsa her i dette trin omskrives eller reduceres udtrykket

III.Beregning af sekanthaldningens graensevardi (tangentens
haldningskoefficient)

limes

Ay
o Graenseverdien betegnes Ax = f'(x,) (hvis den eksisterer)

XX,

o Greenseverdien findes ved at benytte den viden, man har om de indgéende

storrelser: kontinuitet, differentiabilitet mv. og graensevardiseetningerne (side
13).

o QOgsa her i dette trin kan udtrykket omskrives eller reduceres

Den afledte funktion f'

Lad f veere defineret i et dbent interval I. Hvis differentialkvotienten eksisterer for ethvert
x i intervallet, er der defineret en funktion x— f'(x) .

Funktionen kaldes den afledte funktion og betegnes f'.

Bemeerk at (f')' =f". Tilsvarende kan fas f"', f"" osv.
Afledte funktioner

En konstant funktion

S (x)=k
I. Beregning af Ay

o Ay=flxgtAx)=fxo)=fxo+h)=f(x)=k—k=0
II. Beregning af sekanthaldningen
Ay _0_
Ax h 0

II1.Beregning af sekanthaldningens graenseverdi (tangentens
haldningskoefficient)
. Ay .
, __limes —= _ limes 0 _
o frlx)= e Fy = lmes 0

XX,

o f'(x)=0
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En lineeer funktion
f(x)=ax+b
I. Beregning af Ay
o Ay=flegtAx)=f(x)=f(xo+h)=f(x))=(alxy+h)+b)=(ax,+b)=
Ay=ax,tah+b—ax,—b=ah
II. Beregning af sekanthaldningen
Ay_ah_
Ax h

III.Beregning af sekanthaldningens graensevardi (tangentens
haldningskoefficient)

7(x,)= limes Ay _limes a _

- *  h—>0

Kvadratfunktionen

S (x)=x*
I. Beregning af Ay

Ay=1(xo+Ax)—f(x0)=f (xg+h)—f(x0)=(xo+h ) —xi=x0+h*+2x0 -h—x;=h>+2x, -h
II. Beregning af sekanthaldningen

Ay B+2x,h
Ax h

=h+2x,

III.Beregning af sekanthaldningens graensevardi (tangentens
haldningskoefficient)

Ay

, li — i h+2x li h li 2X
o f'(x,)= mes x = }znieg 0 = ;Zeg }jnie; 0 =0+2x,=2x,
X—ox,
o f'(x)=2x

17



Tretrinsreglen

velse 10

* Benyt tretrinsreglen til at finde f'(x,) og tegn tangenteni A (i alle de 6
delopgaver. Beregn hver gang forst A y=f (x,2+Ax)— f(x,)

\f
3
f 4
2
3
1
2
0 A
1 o 1 3 4 5 6
1
-1
o
3 1 [ 1 2
-2
-1
f(x)==15x+3 fx)=x"+2x
12
10
f 4 A
3
2 0 1 2 3
1
0
3 1 [ 1 2 3
-1
f 12
10
8
[3
4
2
0
4 2 1 0 2 3
-2
4 A
-6
-8
-10
12
3
f(x)z—O,Sx A:(xo f(xo)> ’

18
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Kvadratrodsfunktionen

f (x)=\/;
I. Beregning af Ay

© Ay=f(x0+Ax> _f(xo):f(xo+h) _f(xo):\/(xo+h> _\/x_o

II. Beregning af sekanthaldningen
Ay _Jloth) =Vxy _ (Vxg+h) —Vxg ) (Vg +h) +4x )

@)

Ax h ho({xo+h) +xo )
o Ay:(\/(x0+hj )2_(\/970_)2: (x0+h)_xo _ h o
Ax  h-(N(x,+h) +Vx, ) h-(V(xg+h) +Vx, ) b ((x,+h) +Vx, )
. Ay_ 1 _
Ax  (x,+h) +x,
III.Beregning af sekanthaldningens grensevardi (tangentens
haldningskoefficient)
limes 1
© f'(xo): fimes Ax = e \/(xo+h) +\/xo - h—L —
xox, h—0 limes \/(x0+h) +\/x0

h—0

Funktionen 1/x

flx)=1+

X

I. Beregning af Ay

¢ Ay:f(xo+Ax)_f(xo):f(xo+h>_f(xo): (x0+h) -

. Ay lx, 1 (x,+h) x,—x,—h __ —h
4 (x0+h) Xo  Xo -(x0+h) Xo ~(x0+h) X '(x0+h)

II. Beregning af sekanthaldningen
=k
Ay:xo'(xo+h) —h -1

Ax h x, (x,+h) -h:xo (x,+h)

(0]

19
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Tretrinsreglen

III.Beregning af sekanthaldningens graenseverdi (tangentens
haldningskoefficient)

Ay _1 limes —1
. =) l' - _
C g Gy e S =
X, 150 hzme; X, (X, Xy
_)
=1
o f (x):—2
X

Andre funktioner

Logaritmefunktionen In
* f(x)=In(x) x>0
)=

1
x

Eksponentialfunktionen
c o fl)=e
- fx)=e

Sinusfunktionen
« f(x)=sin(x)
«  f'(x)=cos(x)

Cosinusfunktionen
* f(x)=cos(x)
«  f'(x)=—sin(x)
Beviser for andre funktioner udskydes; seetningen for sinusfunktionen bevises dog sidst i
kapitlet her (side 22.) Med anvendelse af kaedereglen (side 26) folger seetningen for cosinus
umiddelbart, idet f (x)=cos(x)=sin(n/2—x)
Potensfunktioner
f(x)=x", n>1
Fie)=n

2 Beviset for den naturlige logaritmefunktions afledte funktion findes side 64.

20
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Bevis
Seetningen bevises som et induktionsbevis: I stedet for at bevise seetningen for de
uendeligt mange hele tal 1, 2, 3 ... bevises

* seetningen er sand for n =1 og

* pastanden: hvis seetningen er sand for n er den ogsa sand for det neeste hele tal: n+1.
(Hvis vi ved, seetningen er sand for n=1 sammen med den sidste pastand, er seetningen
ogsa rigtig for n=1+1=2. Ndr seetningen er rigtig for n=2, er den ogsa rigtig for n=3. Osv.

Det, at man kan bevise seetninger pa denne made, kaldes Induktionsaksiomet. Det er altsa
en grundseaetning, som vi kender dem fra Euklid, og som ikke kan eller skal bevises.)

Del I
(*) Vi vil gerne vise (x')'=1.x'"?

f(x)=x" er den linezere funktion med heeldningskoefficienten a=1 og b = 0; vi har
tidligere vist, at den afledte funktion for en lineer funktion er f'(x)=a ogi dette
tilfeelde er a=1.

Dvs. at venstre side er 1.

Men hgjre sideer 1-x' '=x’=1

Begge sider af ligningen (*) erl og ligningen er altsd sand. Dermed er del I bevist.
Del IT

Det antages, at seetningen er sand for n; dvs.

(**) f'(x)=nx"" gelder.

Vi vil vise, at seetningen ogsa geelder for (n+1). Hertil benyttes produktreglen (som kom-
mer nogle sider leengere fremme pa side 25, men er bevist uathengigt af denne seetning.)

Lad g(x):xn+l

(***) Vi vil sa vise, at g '(X)Z(n+1)x("“)‘1

g'(x)=(x"")"e g'(x)=x"+nx"""e

g'(x):<xl x') e g'(x)=x"+nx"e
g'(x)=(x")x"+x"(x") = g'(x)=(n+1)x"e
g'(x)=1x"+x'n-x"'o g'(x)=(n+1)x""!

Hermed er seetningen bevist.

3 Hvis f(x)=x' ,er f'(x)=(f(x))'=(x")" .Detsidste er blot forskellige skrivemader for den
afledte funktion og bruges generelt.
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Tretrinsreglen

Ovelse 11

* Hvorfor er alle omskrivninger rigtige i beviset herover? Noter argumenter!

Seetning: sin'(x) = cos(x)

Hjceelpescetning 1

sin (x)
x

Det ses nemt pa figurerne herunder, at arealerne bliver storre fra venstre mod hgjre.

=1 for x—0

Vi vil forst vise: lim

/ ] / ] /
0.9 0.9 0.9
08 08 0.8
0.7 0.7 0.7
06 06 0.6
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
03 03 0.3
0.2 0.2 0.2

0.1 X 0.1 X 0.1 X

0 0 0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 11 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 11 001 02 03 04 05 06 07 08 09 | 11
-0.1 -0.1 -0.1

Derfor kan der opstilles falgende dobbeltulighed:

cos(x) -sin(x) o X Stan(x)@

2 27 2

cos(x) -sin(x)<x <tan(x)e

X 1
Cos(x)ssin(x)scos(x)

Lader vi x gd mod nul fas greensevaerdierne:

cos(0)<lim < I
sin(x) ™ cos(0) hvoraf ses
1<lim — <1
sin(x)
lim .x =1 og lim sm(x):l for x-0
s1n(x) X
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Differential- og integralregning (1)

Hjceelpesaetning 2
cos(h)—1

li
m P

=0 for h—0
Bevis
Af omskrivningen her, folger seetningen umiddelbart:

1—cos(h) _1—cos(h) 1+cos(h)__1—cos’(h) __ sin’(h) _sin(h) _ sin(h)
h h 1+cos(h) h(1+cos(h)) h(1+cos(h)) h o (1+cos(h))

* Gennemfor beviset med alle argumenter

Sceetning: sin'(x) = cos(x)

f(x)=sin(x) *
I. Beregning af Ay

o A y=[(xg+Ax)=fx,)=f (xo+ k)= f (xy)=sin(x,+h)=sin(x,)= 5
sin(x,) -cos(%)+cos(x,) -sin(/k)—sin(x,)=sin(x,)[cos(k)—1]+cos(x,) sin(4)

II. Beregning af sekanthaldningen

Ay sin(xy)[cos(#)—1]+cos(x,) -sin(h)
Ax h

cos(h)—1
h

sin ()
h

o

=sin(x,)

+cos(x,) -

II1.Beregning af sekanthaldningens graenseverdi (tangentens
haldningskoefficient)

- Ay
o f'x,)= limes Ax = sin(x,) -0+cos(x,) -1=cos(x,)

X=X,

Ovelse 12

« Beregn cos’(x)

o Tip: Benyt, at cos(x)=sin(n/2 — x)
« Beregn tan’(x)

o Tip: Benyt funktionens definition

4 Alternativt bevis: https://www.Imfk.dk/artikler/data/artikler/1203/1203 17.pdf
5 Ved omskrivningen er der benyttet additionsseetningerne for trigonometriske funktioner.
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Tretrinsreglen

Regneregler

Sum af funktioner

Lad f(x) og g(x) veere differentiable funktioner og definer sumfunktionen som
s(x)=f(x)+g(x)
I. Beregning af Ay

o Ay=s(x,+Ax)—s(x,)=s(x,+h)—s(x,)=
A y=(f (et )+ g (et 1)) —(f (50 g (x0) =(f (2o )= £ () )+ (g (g W)= (x,)) =
o Ay=Af+Ag
II. Beregning af sekanthaldningen

Ay:Af+Ag:Af+Ag
Ax h h h

(¢]

III.Beregning af sekanthaldningens grenseverdi (tangentens
haldningskoefficient)

- Ay Af . Ag - Ag
S,(xo):lzmes A :llmes . + Y :llmes n limes Y =f’(x0)+g’(x0)

X—x, h—0 h—0 h—0
o s'(x)=r"(x)+g (x)

Af
h

Produkt af konstant og funktion

Lad f(x) vere en differentiabel funktion og c€R .Definer produktfunktionen som
k(x)=c-f(x)
I. Beregning af Ay

o Ay=k(xytAx)=k(x))=k(xy+h)—k(x,)=c f(xg+h)=cf(x,)=
o Ay=c{[flxg+h)=f(x))=c-Af
II. Beregning af sekanthaldningen

o Ay:c-Af:C Af
AXx h h

II1.Beregning af sekanthaldningens graenseverdi (tangentens
haldningskoefficient)

- Ay Af : Af
o k,(xo):llmes Ax = limes ¢ = limes ho=cf(x,)
X=X, h—0 h—0
o k'(x)=cf'(x)
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Differential- og integralregning (1)

Produkt af funktioner

Lad f(x) 0g g(x) veere differentiable funktioner og definer produktfunktionen som
px)=f(x)-g(x)
I. Beregning af Ay

Ay=p(xo+Ax) =plxy)=plxo+h) = plxg)=f(xg+h) -glxoth) = (x,) - (xy)=
o S lxgth) -gleth)=f(x,) gyt h)+ £ () g (xo+h) =1 (x)) -g(xo)=
o (flxgth) = f(xy)) -glxgth)+ 1 (x,) (g (xy+h)—g (x,))=
o Af glxgth)+f(x) -Ag
II. Beregning af sekanthaldningen
Ay_AS glxth)+f(x) Mg _Af -glxoth) flx) Ag

@)

AXx h h h
o BLoglxrn)+flx,) - BE=

III.Beregning af sekanthaldningens graensevardi (tangentens
haldningskoefficient)
. A . A A
p'(x,)= limes A—j: _ limes Tf g(x,+h)+ f(x,) - Tg _
© X=X, h—0

f'(xo)g(xo)"'f(xo)g '(xo)

o Greenseverdien fds med saetninger for greenseveerdier af sum og produkt, idet
sekanthaeldningernes greenseveerdier fas som differentilkvotienterne, da f og g er
differentiable, greenseveerdien for g(x,+k) fassom g(x,) ,da differentiable
funktioner ogsé er kontinuerte, og endeliger f (x,) en konstant (med
greenseveerdien £ (x,) .)

o p'lx)=rf"(x)glx)+f(x)g (x)
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Sammensat funktion (Keedereglen)

Definition af en sammensat funktion
Lad f og g vere to funktioner, hvor VM (g)=DM( f) . Defineres h som:

h(x)=f(g(x)),xeDM (g)

Tretrinsreglen

kaldes h den sammensatte funktion, f den ydre funktion og ¢ den indre funktion.

En kort skrivemade for en sammensat funktion er:

h=feg
hvilket leeses: f bolle g.

Epsilonfunktioner

En epsilonfunktlion
€(x) eren funktion,
hvor €(0)=0 og
e(x)—>0 for x—0 samt
DM (€) er et abent
interval indeholdende 0.

Hjeelpesetning

fer differentiabel, hvis og
kun hvis Ay kan
skrives:

Ay=f"(x)-Ax+e(x)-Ax

hvor € er en epsilon-
funktion.

Bevis

tangent

/f

Ax

Hyvis fer differentiabel, har heeldningskoefficienten for sekanten en greenseveerdi: f'(x) :

De forste linjer forudseetter,at A x#0 , men i de sidste linjer geelder ligningerne ogsa for

Ax=0 .
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Differential- og integralregning (1)

Ay_) ! =
Ax S (x)
y =f"(x)+e(Ax)

(x
( ) Ax+e(Ax) -Axe
(x+Ax) f(x)+ f'(x) -Ax+e(Ax) -Ax

Bemcerkning

Dette betyder, at vi kan benytte en alternativ definition pa differentialkvotienten:
Differentialkvotienteni x, erdettal f'(x,) ,hvor f(x) kan skrives som:

f(x>:f(xo)+f’(xo) 'x_xo+€<x_xo) XXy
Det kan "let" vises, at f'(x,) er entydigt bestemt: Der findes ikke 2 forskellige f "(x,) .

Keedereglen (Sceetning)
Lad h=f- g, hvor f og g er differentiable funktioner. Sa er & en differentiabel funktion og

h '(xo):f'(g(xo)) 'g’(xo)

Bevis

Da funktionerne er differentiable , geelder

F)=f )+ (vo) (y=yo)¥e, (y=y,) (y=ro) (1)
g(x

g(x)=g (xo)+g"(xo) (x—xo)+e, (x—x;) (x—x) (2)
Lad g(x)=y og g(x,)=y, ;safas:

h(x)=f(g(x))=
fglx))+rf (g(x,) (g(x)—g(xy))+e,(g(x)—g(x,)) (g(x)—g(x,))= (3)

hvor det forste folger af definition af sammensat funktion og det naeste benytter (1). Nu
benyttes definitione af & og (2) til naeste omskrivning;:
h(x)=h(x0)+f ( ( )) g’ ( ) (x x0)+€g(x xo) (x—xo)]+
e, (g(x)-g(x)) [g(x)—g(x,)]=

h(xo)+f (gl g'(x,) (x=x,)]+ (4)
f,(g(xo (x xo) ( )
e (g(x)-g(x,)) [g(x)- (xo)]@

f'(g(x,)) eri3.og fjerde linje multipliceret med begge led i den kantede parentes.
Summen af de to sidste led (i 4. og 5. linje) er en epsilonfunktion. Det folger af 1) at
summen af epsilonfunktioner er en epsilonfunktion og 2) produktet af en epsilonfunktion
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Tretrinsreglen

og en begreenset funktion er en epsilonfunktion.

Bemzrk, at den sammenatte funktion €,(g(x)—g(x,)) eren epsilonfunktion, da g er
differentiabel og derfor kontinuert.

Derfor fas den sidste omskrivning, der viser bade at h er differentiabel og / 's differential-
kvotienti x, .

h(x):h(xo)+f ,(g(xo)) g ’(xo) '(x_xo)+€h(x_xo) '(x_xo) ©®)

Huskeregel

Lad f og g veere to funktioner som naevnt ovenfor. Benyt g(x) =u og f(u) =y. Med

notationen stammende fra Gottfried Wilhelm von Leibniz ° skrives
! — d_u 4 — d_y i — d_y
g ('x)_dx 7 f (u) dl/l Og h (x) dx
Hojresiderne ligner breker, men er principielt enheder, der ikke kan skilles. Alligevel kan
man som huskeregel lade, som om brokregler geelder:

x)==m= e == e (u) g ' (x)= 1 (g(x) g (%)

Vi husker reglen ved at lade som om, "brgken kan forleenge med du". Her er reglen nok
ikke til s4 megen hjeelp; nar vi kommer til integration er teknikken mere veerdifuld.

Eksempler pd anvendelse
Lad h(x)=(In(x)+3)
flu)=u ,  f'(u)=2u

glx)=Mn(x)+3 , g'(x)=—

h(x)= £ "(g(x)) -g"(x)=2(1n (x)13) - L2 (x)+3)

X X

Ovelse 13
+ Find A&'(x) hvor
o h(x)=In(x)
0 h(x)=V3+x>
o h(x)=3sin(3x+4)

6 http://en.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz#Calculus
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Differential- og integralregning (1)

Ovelse 14

* Find tangenter med heaeldningskoefficienten 0,50 for funktionen
1 (x)=sin(x?), x€[0;3]

* Har funktionerne In(x) og +(x) parallelle tangenter?

* fx)=x -sin(l)forx;éo,f(o):()

X
o Er f kontinuert?
o Er f differentiabel
¢+ f(x)=m(3V(¥+e)
© Hvad er DM(f)?
o Kan du erstatte funktionen med en enklere funktion i et eller flere

intervaller (saledes at fejlen numerisk er mindre end 1/1000?

Brokregler

Reciprok funktion

I
f(x)

Lad f(x) veere en differentiabel funktion, hvor f(x)#0 .Saer g(x)=
—f(x)
(f ()

differentiabel og g '(x)=

Dvelse 15

* Vis setningen ved at differentiere produktet af f og g
* Vis setningen ved at benytte keedereglen

Generel brgkregel

f(x)
g(x)

Lad f og g veere differentiable funktioner, hvor g(x) #0 .Sder h(x)=

f'(x)-glx) —f(x)-g'(x)
(g(x))

differentiabel og 4 '(x)=
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Tretrinsreglen

Dvelse 16
* Vis setningen ved at differentiere produktet af f og 1/g

Introduktion

I den folgende ovelse skal du benytte en notation for funktioner og afledte funktioner med
parenteser som vist i folgende eksempel:

fx)=x"=(x")
f(x)=(x*)"=2-x

Du skal i gvelsen differentiere nedenstdende funktioner og vise alle mellemresultater med
angivelse af den regel, du har anvendt som i dette vejledende eksempel:

f(x)=3-x"—4
f'(x)=(3 -x’—4)"'=(3-x*)"—(4)" Reglen for differensfunktioner
7'(x)=(3-x*)"—0 Afledt funktion for konstant funktion
7'(x)=3(x*) Reglen om produkt af reelt tal og funktion
f'(x)=3-2.x"" Reglen om polynomier (n-reglen)
f'(x)=6x' Beregnet produktet 3 :2=6 og differensen 2—1=1
f'(x)=6x Alm. skrivemdde: multiplikationstegn og 1 er her usynlige!
Ovelse 17

1. f(x)=6x"—¢" 6. m(x)=Vxx’

2. g(x)=3n(x) 7 nie)

X

3. h(x)=2x>(5-x7) . (¥)mein(s)

4.  j(x)=55"
9. p(x)=In(x)

5. k(x)=—3e™

10. ¢(x)=3-3%x’

Kontroller dine svar med GeoGebra. Bemeerk, at for en del af opgaverne er der flere
relevante losningsmetoder.
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Differential- og integralregning (1)

Eksempler pa eksamensopgaver (uh)

1. En funktion f er bestemt ved
f(x)=3x" —4x+8.
Bestem en ligning for tangenten til grafen for f i punktet P(2, /(2)).
2. En funktion fer givet ved
f(x)=ax’+5x" +2x+1,
hvor a er en konstant.
Bestem a,sa f/(1)=-3 .
En funktion fer givet ved
f(x)=—x"+6x"+x.
Bestem den verdi af x, hvor f/(x) er maksimal.
4. En funktion 1 er givet ved forskriften
f(x)=5¢"+4.
Bestem en ligning for tangenten til grafen for /i punktet P(0, £(0)).
5. En funktion fer givet ved
JS(x)=2x+1)-In(x), hvor x>0.
Bestem f'(1).
6. En funktion fer givet ved (ﬁ)
f(x)=a-x +b-x°. S 5 A2,2)
Grafen for f har et lokalt ekstremumspunkt i
punktet 4(2,2) . | » (1)
2
a) Bestem konstanterne a og b.
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Tangenter

Vi vil i eksemplet her finde tangenter til parablen pa forskellige mader. Vi vil bade benytte
forskellige teknikker (lommeregner eller GeoGebra) og se forskellige opgavetyper. Hver
2

gang benyttes samme funktion: g(x)zx? -2x-3

Type 1: kendt x-veerdi

Vi vil finde tangentens ligning for den givne funktion, hvor tangenten har reringspunktet
A med x-veerdien 6.

Besvarelse

y-veerdien for A beregnes som:
6° - 2a s
g(6):Z —2:6 -3=9 —12 —3=-6 g(z) = e 7

2-x

Derneest findes g'(x)= —2 (jeevnfer

regler og tidligere resultater) og tangent-

heeldningen a kan beregnes som: 10]
2-6
=g'(6)=22-2=1
a=g'(6)==;
Tangentligningens anden parameter b
findes med den seedvanlige formel for rette
linjer: b=y,—a-x, , hvoriindsettes de

kendte tal:
b=—6—-1-6=—12

15
Tangentens ligning er: y=1-x—12
Normalt skrives haeldningskoefficienten

ikke, ndr den er 1; her er den medtaget for
at tydeliggere beregning og resultat.

Alternativ besvarelse 1

Grafen tegnes i GeoGebra; linjen x=6 tegnes. Skeeringspunktet mellem disse findes: det er
reoringspunktet A.(Eller indtast i Inputfelt: A= (6, f(6)).

Tangentvaerktojet veelges: klik pa graf og reringspunkt og tangenten tegnes. I
algebravinduet eller pa tegningen kan tangentligningen afleeses.

Tangentens ligning: y = x — 12
Alternativ besvarelse I1

Nar storrelserne x =6, y = f(6) =-6 og f '(6) = 1 er kendt, benyttes formlen for
tangentligninger:
y=f"(x,)(x=x,)+ f(x,) hvori indsattes de kendte tal:



Differential- og integralregning (1)

y=1+(x—6)+(-6)=
y=x—6—-6<
y=x—12
Tangentens ligning: y = x — 12

For at have overblik over dine data, kan du benytte tabellen

x y a b

Type 2: kendt y-veerdi

Vi vil finde parablens tangenter i reringspunkterne B og C med y-vaerdien 2.

Besvarelse

x-veerdierne for B og C beregnes ved at lose
ligningen:

glx)=2e
2
%—2){—3:2@
x2
Tx-3-2=2-2e

2
%—2x—5=0@

Det er en seedvanlig andengradsligning

med
a:l b:—2 C:—S
4’ ’
1
:4—4 — | — =
d 1 (—=5)=9

Losningerne er X,=—20gx,=10
De tilsvarende y-veerdier er begge +2 (iflg. opgaven): y,=20gy,=2
2-x

Dernzest findes med g '(x)= 7 2 de respektive tangenthaeldninger:

20, g, aZ:z;‘J ~2=3

Tangentligningens anden parameter b findes med den saeedvanlige formel for rette linjer:

b=y,—a-x, ,hvoriindsaettes de kendte tal:
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Tangenter

b,=2—(-3)-(-2)=—4
,=2-3-10=-28

Resultaterne opsummeres:

x y a b
-2 2 -3 -4
10 2 +3 | -28

Tangentligningerne bliver sa:
Tangent 1: y=-3x—4 ; Tangent2: y=+3x—28

Tangentligningerne kunne ogsa veere fundet som for med GeoGebra: Punkterne B og C
findes som skeaeringspunkter mellem grafen og linjen y=2. Derefter benyttes
tangentveerktojet.

Type 3: kendt tangentheeldning

Antag, at der skal findes en tangent til g med haeldningen -1; x-vaerdien i reringspunktet
findes sa ved at lose ligningen:

24—x —242=—142e
2x_

4
1

O S N
2

le

2

X

2
y-vaerdien i reringspunktet findes som g(2) =% —2-2-3=1-4-3=-6

Tangentens parameter b fas sd som
b=—6—(—1)-2= —4
Tangentens ligning er : y = -x - 4
Med GeoGebra findes forst g'(x); denne graf skeeres med linjen y=-1; i skeeringspunktet S
er x-veerdien ogsa reringspunktets x-veerdi. Reringspunktet R kan findes som
R=(x(S), f(x(S))) .Derefter loses opgaven som i de foregdende eksempler.
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Differential- 0og integralregning (1)

En eksamensopgave (mh)

En funktion fer bestemt ved
f(x)=—x>+3x—2.
Grafen for / har netop to tangenter 7, og ¢, , der gar gennem punktet (0,0).

2)

l
> (1)
S

a) Bestem en ligning for hver af disse tangenter.
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Funktioners monotoniforhold og ekstrema

Et indskud om de reelle tal

Vi er vant til at regne med reelle tal (R) pa samme made som vi regner med broktallene
(@) . Der geelder de samme love for addition og multiplikation (kommutative og
associative), den samme distributive lov, der findes nulelement og modsat element, der
findes 1-element og inverst element i begge legemer’. Men de reelle tal er en udvidelse af
Q : Q erendelmengdeaf R ,idet R fx ogsaindeholder lesninger til ligninger
som x"=a,a>0

Vi vil ikke undersgge de saetninger, der kun geelder for reelle tal, men dog kigge pa
intervalruser:

Intervalruser

Lad [v. k] , [vy,h,] , vy, 03] ..., [v, h,] ...veere en uendelig folge af lukkede
intervaller, hvor hvert interval er enten venstre eller hojre halvdel af det foregdende for n >
1. Denne folge af intervaller kaldes en intervalruse.

Definition

Et tal, der ligger i alle rusens intervaller, siges at veere bestemt af rusen.

Sceethning

En ruse kan hgjst bestemme et tal

Bevis

Antag at en ruse bestemte to forskellige tal: p og q. Sa ville |p-g1>0, men de skal begge
h.—

ligge i et interval, hvor leengden er % . Det er umuligt for n tilstreekkeligt stor, og

derfor kan rusen hgjst bestemme 1 tal.

Det virker fornuftigt, at har vi en intervalruse, vil den bestemme et tal, men det er ikke
noget, vi med vort grundlag kan vise. Men vi kan antage det som et aksiom eller en
grundseetning. Hvis seetningen skal bevises, er vi nodsaget til at postulere andre (maske
enklere eller mere fundamentale) grundsaetninger.

6rundscetning

Enhver intervalruse bestemmer preecist et reelt tal.

7 Betegnelsen legeme daekker over en maengde med 2 operatorer (+ og -) som folger de ovenfor skitserede
regler. Det skal derudover geelde, at er a og b elementer i legemet, geelder det ogsa for a+b og a- b. De
komplekse tal C udger ogsa et legeme, men der kan desuden konstrueres mange andre legemer.



Monotoniforhold og ekstrema

Opgaven gar ud pa at beskrive i hvilke dele af funktionens definitionsmeengde, den er
voksende hhv. aftagende.

Der benyttes folgende definition:

Voksende og aftagende funktion
fer en voksende funktion (i et interval), hvis ¥V x, x,€1:x,<x,= f(x,)< f(x,) )

fer en aftagende funktion (i et interval), hvis  Vx, x,€1:x,<x,> f(x,)> f(x,)

Monotonisetningen

Hvis f'(x)>0 forallexietintervall, sder f(x) voksende iintervallet
Hvis f'(x)<0 forallexietinterval l, sder f(x) aftagendeiintervallet
Hvis f'(x)=0 forallexietintervall, sder f(x) konstantiintervallet

(I antages at veere et dbent interval, men udsagnet om f geelder det tilsvarende lukkede for
sa vidt f er defineret i endepunkterne.)

Bevis

Antag: f'(x)>0 for alle xi et interval L. (o, f(Ul)):
Antag ogsa, at f ikke er voksende i '
intervallet: sa ma der eksistere to tal: v, og
h, hvor v,<h, og f(v,)=f(h) .
Dette er vist pa tegningen til hgjre. Af den
anden antagelse folger, at sekanten gennem
de to tegnede punkter har en
heeldningskoefficient a, ,hvor a,<0 .

/

(h1, f(h1))

1

Del intervallet [v, h,] ito lige store intervaller ved m=(v,+h,)/2 . Uanset om punktet
(m, f(m)) ligger over den bla linje, p4 den bla linje eller under den bl linje, kan vi

veelge et af de halve intervaller, hvor det geelder om sekantens haeldningskoefficient (a,)

at: a,=<aq,

Dette nye interval veelges og kaldes [v, h,] . Séledes fortseettes i det uendelige og der

skabes en intervalruse, der bestemmer et tal: c.

Tegn sekanter fra (c, f(c)) til (v,,f(v,)) og (h,, f(h,)) .Som for ses, at mindst en af

disse har en heeldningskoefficient, der er ikke-positiv. Men sd kan f'(c) ikke veere

positiv i strid med vores forste antagelse. Da begge antagelser forer til en modstrid, ma det

gelde, at f '(x)>0 medforer, at fer voksende.

P4 helt tilsvarende vis bevises de to naeste delsetninger.”

8 Et alternativt bevis benytter Middelveerdiseetningen (side 63.)



Den omvendte monotonisetning

Hvis f(x) er differentiabel og voksende i et interval, er f'(x)>0
Hvis f(x) er differentiabel og aftagende i et interval, er f'(x)<0
(I'kan veere abent eller lukket.)

Bevis

Veelg et vilkarligt indre punkt i intervallet og
tegn sekanterne fra (x, f(x)) til nogle
nabopunkter pa grafen. Er nabopunkterne
tetnok pa (x, f(x)) sesat (Qj f(:[j))

7 P
heeldningskoefficienterne for sekanterne ma
veere positive og at greenseveerdien f'(x)
derfor ikke kan veere negativ.

Velges et endepunkt for intervallet kan
funktionen have et lokalt ekstremum: sa vil
sekanternes haeldningskoefficienter veere
positive hhv. negative afhaengigt af, til
hvilken side nabopunktet veelges.
Graenseverdien f'(x) ma derfor vaere 0 /

(nul.) I

Lokale extrema

Hvis f(x) er differentiabel og fortegnsvariationen for f'(x) omkring x, er” +0-"
har f et lokalt maksimumi x, ogomvendt.

Hvis f(x) er differentiabel og fortegnsvariationen for f'(x) omkring x, er” -0+"
har f et lokalt minimumi x, ogomvendt.

Hvis f(x) er differentiabel og fortegnsvariationen for f'(x) omkring x, er” +0+" er
fvoksende i et interval rundt om x, oghar en vandret vendetangenti x, og omvendt.

Hvis f(x) er differentiabel og fortegnsvariationen for f'(x) omkring x, er”-0-" er
f aftagende i et interval rundt om x, og har en vandret vendetangenti x, ogomvendt.

Ovelse 18

* Lav skydere for a, b, c og d. Tegn grafen for f(x)=ax’+bx’+cx+d samt
graferne for de afledte funktioner f’ og f'’. Benyt 3 forskellige farver.

* Find ekstremumspunkter (xo, f(x,)) med forskellige veerdier for parametrene
o og undersgg for hver af disse fortegnsvariationen for f omkring x, og

o fortegnet for f''(x,)

Seetningerne benyttes til at beskrive monotoniforholdene for funktioner som i det felgende
eksempel.



Differential- og integralregning (1)

Eksempel: Undersegelse af monotoniforhold

Eksamensopgave 10, a og b, maj 2012 gl-Matematik B

En funktion f er givet ved f(x)=x"-2x"+4
a)Los f'(x)=0

b) Bestem monotoniforholdene for f
Besvarelse

Ligningen loses

Forskriften indtastes i GeoGebra og den
afledte funktion findes (ved indtastning

af f'(x) ).

1 k)

0)

Skeeringspunkter mellem grafen for f’

og x-aksen findes, hvoraf ses, at

losningsmaengden til ligningen
f'(x)=0 er:

L={-1;0; 1}

Pa tegningen ses lasningerne, og da et
tredjegradspolynomium hgjst har 3
rodder, er L den fuldsteendige losning.

Monotoniforhold bestemmes

Ved aflaesning pa figuren til hgjre sammen
med lgsningsmangden udfyldes tabellen :

Heraf ses

1

-1<x<0

15 2 25 3

x=0

O<x<1

x=1

xrx>1

S

ftx)

[]-co;-1] aftager f, daf'(x) <0 for x€]—oo,—1]
I[-1;0]vokserf. daf'(x)>0for x€]-1, 0]

1[0;1] aftager fdaf'(x) <0 for x€]0, 1]

[[1; oo ]vokserfdaf'(x)>0for x€]l, 4+

* Forspg at lase opgaven uden hjelpemidler.
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Optimering

Fugleburet

>
[vy)

Hr. Mortensen vil indrette et fuglebur til

sine undulater som et rektanguleert rum. T T
Han har 15 m trddnet med en hgjde, der I

netop nar fra gulv til loft; det skal udgere '

2 eller 3 af siderne sammen med de i F u g Ie b ur
murede vaegge. De murede vaegge udger | ,C
altsa 2 af rektanglets sider — evt. sammen : I
med en del af trddnettet. Disse bestar af en I :
mur pa 3 m (BC pa figuren) som star lE ________________ Jp

vinkelret pa en lang mur (mere end 15 m).
Opgaven
* Bestem malene pa AB og AFE, sa rektanglet ABDE far det storst mulige areal.
* Beregn dette areal.
Besvarelse
Lad x =|4E| og y =|4B|=|ED | (idet modstaende sider i et rektangel er lige store.)
Betegnes leengden af siderne med tradnet som L, fas

L=x+y+(x—3)=2x+y-3 (idet vi forudsetter at alle 3 m af den korte mur indgar i
omkredsen. °)

Hyvis alt nettet benyttes, fas:
L=15<
2x+y-3=15«
2x+y—3-2x+3=15-2x+3e
y=18-2x

Fugleburets areal er A, og da der er tale om et rektangel, fas

A=x"-y
Da der er 15 m tradnet til radighed, kan y=18—-2x indseettes:

A=x -y
A=x (18—2x)e
A=18x-2x"

Pa figuren er tegnet grafen for arealfunktionen A(x) (bld) og grafen for den afledte

funktion A' (lilla, stiplet). Denne skeerer x-aksen i (4,5 ; 0); dvs. det tilsvarende toppunkt er
i(4,5;A(4,5)=(4,5;40,5).

9 Principielt ber det undersoges, om arealet kunne blive storre, hvis ikke hele den korte mur benyttes. Det
kan dog nemt vises, at i sa fald vil arealet blive mindre end 36 m>



Differential- og integralregning (1)

Bade af parablens udseende og

fortegnsvariationen for A' (+ 0 -) ses, at 40
A har et lokalt maksimum for x=4,5. 35
Da der ikke er andre ekstrema, er der ~4(7) = ~4 2
tale om en storsteveerdi. 05
Laengden af AE skal veere 4,5 m \\29
Laengden af | ABl er 9,0 m 15

Arealet af ABDE er 40,5 m?

Ordrestorrelser 3 2 4o 1 2 3 a>s 6 7 8 % 10 11

I firmaet Falia A/S importeres produktet NOGO fra Megapolis. Firmaet har et salg af
produktet, der fordeler sig jeevnt over hele aret.

Nogle af omkostningerne ved keb og salg af produktet, knytter sig til ordrestorrelsen.
Hver gang, der afgives en ordre, koster det kr. 900 (til fragt, personaleomkostninger mv.)
Yderligere er der omkostninger til lager beregnet til kr. 25 pr. enhed pr ar. (til forrentning
og betaling af lagerplads.)

Der regnes med et salg pa 2000 enheder pr. ar. Det forudseettes, at man kan afgive ordrer
der vil ankomme hos Falia A/S preecis nar lageret er tomt.

* Bestem den optimale ordresterrelse
Besvarelse

Lad x veere ordrestorrelsen (malt i antal enheder); sa afgives der 2000/x ordrer pr. ar a kr.
900 (alene i ordreomkostninger.) Lad f(x) veere de arlige ordreomkostninger ved

ordrestorrelsen x (i kroner)
f(x)= 2000 900
X

Lad g(x) vere de arlige lageromkostninger ved at holde lager (i kroner). Da lageret
varierer mellem x og 0, vil det i gennemsnit veere x/2 i lobet af et ar og omkostningerne
bliver:

De samlede omkostninger (der er afheengige af ordresterrelsen), er h(x)=f(x)+g(x)
Den optimale ordresterrelse fas, hvor 4'(x)=0 . Der er kun en lgsning, og det indses
nemt, at der er tale om et minimum, da fortegnsvariationen for h' er -0+.

De tre funktioner er vist herunder:
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Optimering

ede ordre- og lageromkostning

6000 |
4000 | . o
Ordreomkostninger pr. ar
2000 |
0 A . . . . _ Ordresterrelse (‘gntal enht‘e_der pr. ordre)
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600

Heraf ses, at den optimale ordresterrelse er 379 enheder pr. ordre. Bemeerk,

« at h'(x)=0 medfererat f'(x)=—g'(x)
« at f'(x)=—g’'(x) medferer f(x)=g(x)

* Overvej hvorfor!

Eksamensopgave 25. maj 2012 (16)

En funktion f er givet ved

J=x% +100x + 14400

F(x)=19- , 0<x<180. ~

65

Grafen for f afgrenser sammen med koordinatsystemets akser i
forste kvadrant en punktmaengde M. Bemerk, at forsteaksen er
lodret pa figuren.

Billedet viser en cigarformet bygning. I en model har bygningen
form som det omdrejningslegeme, der fremkommer, nar M drejes
360° omkring fersteaksen, og enheden pé akserne er meter.

a) Bestem maksimum for f, og benyt dette til at bestemme
bredden af bygningen, der hvor den er bredest.

b) Benyt modellen til at bestemme bygningens volumen.

(1

180

www.colourbox.com
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Eksamensopgave 5. dec. 2014 (12)

Kilde: http://www.tfahealth.com/

Med et spirometer har man malt, hvordan luftmeengden i lungerne hos en bestemt person
atheenger af tiden. I en model kan luftmengden beskrives ved

f()=3,2+0,4-sin(1,25-7), 0<r<5,

hvor f(¢) er luftmangden i lungerne (malt i liter) til tidspunktet 7 (malt i sekunder fra
begyndelsen af vejrtraeekningen).

a) Tegn grafen for f, og benyt modellen til at bestemme den maksimale luftmangde.
b) Benyt modellen til at bestemme de tidspunkter, hvor luftmangden er 3,5 liter.

¢) Bestem f/(2), og forklar betydningen af dette tal.

Eksamensopgave 7. dec. 2015 (11)

Vanddybden i et bestemt havnebassin athanger af tidevandet. I en model kan vanddybden
som funktion af tiden beskrives ved

d(t)=2-sin(0,52¢ —3,14) + 7,
hvor d(7) er vanddybden i havnebassinet (malt i meter) til tidspunktet # (malt i timer).
a) Bestem den minimale og den maksimale vanddybde i havnebassinet.
Eksamensopgave 13. aug. 2015 (11)
I en model for glukosekoncentrationen i blodet for en person med diabetes gelder det, at
G(t)=96+263-¢ " cos(1.03 -1 =1,57), 01 <6,

hvor Gir)er glukosekoncentrationen i blodet (malt i mg/dl) til tidspunktet ¢ (malt i timer,
der er gaet siden indtagelsen af glukosen).

a) Tegn en skitse af grafen for &, og benyt modellen til at bestemme glukosekoncen-
trationen i blodet efter 2 timer.

b} Benyt modellen til at bestemme den sterste og mindste glukosekoncentration 1 blodet,

c) Benyt modellen til at bestemme det tidsinterval, hvori glukosekoncentrationen i blodet
er aftagende.

Kilde: Modeling Digbetes, Fall 2000, Math 636, htip:dwww-rofar. sdv, edu~imahafiv’



Oversigt

Du skal nu kunne:
» differentiere de almindelige funktioner, der er omtalt her
* benytte differentiationsregler
» finde ligninger for tangenter
* undersgge funktioners monotoniforhold
* finde ekstrema
Desuden skal du veere fortrolig med begreberne
* grenseveerdi
* kontinuitet
 differentiabilitet

Endelig skal du i hgj grad veere fortrolig med tretrinsreglen og tankegangen bag den.






Integralregning

Det ubestemte integral

At integrere en funktion f vil sige at finde den eller de funktioner, hvis afledte funktion er
lig med f.

Definition af stamfunktion

Lad f veere en kontinuert funktion defineret i intervallet I, hvor /SRR , og F en
differentiabel funktion defineret i samme interval.

F kaldes en stamfunktion til f, hvis F' =f. (Differentiationsproven)

Scaetning om stamfunktioner (I)

Hvis F er en stamfunktion til f, er G = F+k ogsa en stamfunktion til f, hvor k er en vilkarlig
konstant.

Bevis
G er en stamfunktion til F, fordi: G' = (F+k)' = (F)' + (k)' =f+0=f

hvor der benyttes definition af G, differentiation af sum, at F er en stamfunktion
til f og den afledte af en konstant funktion er 0.

Sceetning om stamfunktioner (IT)

Hyvis F er en stamfunktion til f, og G er en anden stamfunktion til samme f, er G = F+k,
hvor k er en eller anden konstant.

Bevis

Vi undersoger funktionen: (G - F)
(G-F)'=(G)'=(F)'=f-f=0

hvor der benyttes differentiation af differens, og at F og G er stamfunktionertil f
Hvis den afledte af en funktion er lig med nul for alle veerdier i definitionsmeeng-
den, er funktionen en konstant (Se side 38.). Dvs.:

(G-F)=keG=F+k

(Et alternativt bevis: Var der to punkter pa grafen for G-F med forskellig y-veerdi,
kunne vi tegne sekanten gennem disse punkter. Da y-veerdierne er forskellige, er
heeldningskoefficienten ikke 0! Middelveerdiseaetningen (side 63) siger sa, at mellem
disse punkter findes et tredje punkt, hvor tangenten har samme heeldning som
sekanten, men det strider mod (G-F)' =0. Altsd ma alle y-veerdier vere ens og
funktionen konstant.)



Differential- og integralregning (1)

Definition af det ubestemte integral

Lad f veere en kontinuert funktion defineret i intervallet I, hvor /SR , og F en
differentiabel funktion defineret i samme interval. S& er meengden af stamfunktioner til f

det ubestemte integral. Det skrives symbolsk: .[ Slx)de=F(x)+k

Det langstrakte s star for sum og f (x) er denenesideiet rektangel, dx den anden
(meget lille) side. For at finde et neermere bestemt areal skal der adderes uendeligt mange
sma arealer. Det beskrives senere i Det bestemte integral.

Differentialregning og integralregning kaldes ogsa infinitesimalregning. Betegnelsen blev
benyttet af Leibniz, idet "infinitus" (latin) betyder uendelig.

Sceetninger om stamfunktioner

De folgende 5 seetninger bevises alle med differentiationsproven. t er en reel konstant og f
og g er kontinuerte funktioner, F og G de tilsvarende stamfunktioner. (Hvor g' benyttes,
forudseettes g at veere differentiabel.)

Sum
Lad s = f+g. Sa er (F+G) en stamfunktion til s,

fordi:
(F+tG)'=(F)'+(G)'= Ditferentiationsregel for summer
ftg= Skyldes de indledende antagelser
s hvorved differentiationsproven er "bestaet"
Differens
Lad d = f-g. Sa er (F-G) en stamfunktion til 4,
fordi:
(F-G)'=(F)'-(G)'= Differentiationsregel for differenser
f-g= Skyldes de indledende antagelser
d hvorved differentiationsproven er "bestaet"

Produkt med konstant
Lad a=¢-f .Saer t-F en stamfunktion til g,

fordi:
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Integralregning

(t-F )= t(F) = Differentiationsregel for produkt med konstant
t-f = Skyldes de indledende antagelser
a hvorved differentiationspreven er "bestaet"
Substitution
Lad ¢(x)=f(g(x))-g'(x) .Saer (F(g(x)) en stamfunktion til g,
fordi:
(Fgx))' = F'(g(x))-g'(x) = Differentiationsregel for sammensat funktion
flg(x)-g'(x) = Skyldes de indledende antagelser
q hvorved differentiationspreven er "bestaet"

Substitution med Leibniz teknik

J 7lg(x)) g (x)dx=
Kald u = g(x)

Sa lader vi som om man kan regne med du og dx:

du du
, d —=g'(x)odu=g'(x) dxe—r—=dx
[ 1(8(0)g'(x) 5= & g'lx)
g\ og erstatter dx i venstre spalte med brgken.
f Su) -du= g' forkortes veek., og g(x) erstattes med u.
Endelig geelder at F er en stamfunktion til f ifelge

Flu)= antagelsen og at u kan erstattes med g(x).
F(g(x))

Vi har med denne teknik fundet den samme
stamfunktion som for!

Partiel intfegration

Lad p=f-g oglad F veere en stamfunktion til f og H veere en stamfunktion til produktet
F-g' .Sder (F-g—H) enstamfunktion tilp,

fordi:
(F-g—H)'=(F-g)'—(H)'" = Differentiationsregel for differens
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Differential- og integralregning (1)

(F) g+ g '~(H)" =

S g+F -g' - F-g' =

fg =p

Differentiationsregel for produkt
Antagelse samt definitionen af H

Reduktion og definition af p, hvorved
differentiationspreven er "bestaet".

Liste over stamfunktioner

Funktion Stamfunktion Funktion Stamfunktion
f(x)=0 F(x)=k f(x)=k F(x)=kx
flx)=x Flx)=3° flx)=x" (x)=— e 2"
f(x)=x", a#—1 F<x):a_1‘_1xa+l f(x)=e" F(x)=e"

kx ) . _ 1
f(x)=e F(x)—%e f(x)=a F(x)_ln(a)a
f(x)zi F(x)=In(|x |) Fx)=V(x) F(x>=§x%
f(x)=cos(x) F(x)=sin(x) f(x)=sin(x) F(x)=—cos(x)

At de anforte funktioner er stamfunktioner, kontrolleres nemt med differentiationspreven.

Dvelse 19
* De folgende opgaver gar ud pa at finde en stamfunktion og i nogle tilfeelde en
stamfunktion, hvis graf gar gennem et bestemt punkt (hvis et punkt er naevnt):

1. f(x)=4x
2. f(x)=2x""
3. f(x)=5"
4.  f(x)=sin(3x),(0,0)
5. f(x)=x""+3x7
6. f(x)=e" %,38)
7.  f(x)=In(x)
8. f(x)zx\/(x2+3)
9. f(x)=xIn(x)
10. f(x)=x"In(x)
11. f(x)=xIn(x")
12.  f(x)=xIn(x")
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Integralregning

Det bestemte integral

Det bestemte integral handler i forste omgang om arealbestemmelse ved at addere
uendeligt mange sma arealer. Det var ikke nogen ny ide: Allerede Arkimedes (ca. 287 f.Kr.
— 212 £ Kr.) benyttede sig af denne teknik til bestemmelse af 7 og til at finde formlen for
cirklens areal.

Hans tankegang var, at m er leengden af * ZaN *
enhedscirklens (her c) halve omkreds: m ma C
ligge mellem leengderne af de halve omkredse
af de to reguleere polygoner (her kvadrater).
Polygonerne er hhv. den indskrevne og den
omskrevne polygon.

Med kvadrater giver det en meget grov
tilneermelse for m , men ved at foroge
sideantallet i polygonen bliver resultatet mere
og mere nojagtigt. Det lykkedes ham at vise, at

For at beregne cirklens areal inddeles den i sma trekanter naesten svarende til et
cirkeludsnit. Disse trekanter flyttes, sa de danner firkanten herunder til hojre.

Den enes side ses let at have leengden n , den anden leengden 1 svarende til leengden af
radius. Nar n (antallet af trekanter) naermer sig uendeligt, vil firkanten naerme sig et
rektangel og far derfor arealet 1 -m=m ;samtidig neermer den indskrevne polygons areal
sig cirklens areal.



Differential- og integralregning (1)

Det bestemte integral

Opgaven gar ud pa at finde arealet af omrddet mellem linjerne x=a og x=b, grafen for
funktionen f og 1. aksen, idet f er en voksende™, kontinuert funktion.

Det forste spergsmal, der melder sig: Findes der overhovedet et tal, som det giver mening
at kalde arealet? Og er det entydigt?

Pa billedet til hajre ses grafen for f, der
voksende og kontinuert. 14

Under grafen er der indtegnet n rektangler: 12

det samlede areal af disse kaldes en under- 1
sum. Rektanglerne er ogsa forleenget s hele
omradet mellem graf og x-akse og lidt til er
deekket af disse rektangler. Det samlede areal

0]

af de store rektangler kaldes en oversum. 4

Bemeerk, at for hvert rektangel blandt de 2 /

”store” findes der et tilsvarende blandt de 0 f

”sma” med samme areal. Der er to 0 2 a 4 6 b 8 10
undtagelser: Det storste blandt de store og -2

det mindste blandt de sma.

Forskellen mellem oversum og undersum er altsa forskellen mellem arealet af to
rektangler. Derfor ses, at nar n gar mod uendelig og rektanglernes bredde gar mod nul,
kan forskellen mellem oversum og undersum blive vilkarlig lille. Som konsekvens kan der
hgjst veere en felles greenseveerdi. (Hvorfor?!)

At der eksisterer en graenseveerdi for undersum og oversum indses indses saledes: Lad
u, og o, vere folger af undersummer og oversummer og [,=[u,,0,] folgen af

n

intervaller, hvor de indgdende rektangler har bredden (b—a)/2""' .Overvejat I,=1,,,

Lad m, veere et folge af midtpunkter dannet sdledes: m, er midtpunktetaf 7, , m, er
midtpunktet af venstre halvdel af /7, , m; er midtpunktet af hojre halvdel. Det
oprindelige interval er nu delt i 4 dele, som igen deles af nye midtpunkter: m, ms m, m,
Séledes fortseettes i det uendelige ...

—e ® ® ® ® ® ® ® *—>
Uq myg M™Mo My 11 Mg my Ty 01

1. Antag: IAm,;:Vn:m,€Il, .Det medforer,at m, er grenseverdi for bade
undersummer og oversummer.

10 Det er ikke en nedvendig betingelse, at funktionen er voksende, og beviserne for seetningerne uden
denne betingelse kan feres tilsvarende.

52



Integralregning

2. Hvis pastanden i (1) er falsk,

1. kan der findes et interval i felgen [, , som ikke indeholder m, . Dette interval
ma ligge enten til hojre eller til venstre for m, . Er det til venstre, kaldes
intervallet [u,,m,] for J,

2. Idet tilfeelde soger vi igen efter et interval i felgen 7, (som kommer senere i
reekkefolgen end det tidligere valgte), og som ikke indeholder m, . Dette
interval ma ligge enten til hajre eller til venstre for m, . Er det til hojre, kaldes
intervallet [m,m,] for J,

3. Ved at fortseette pd denne made dannes en intervalruse, som bestemmer et tal.
(Se side 37) Dette tal er greenseveerdien for felgerne af oversummer eller
undersummer.

Dvs. at der eksisterer en feelles greenseveerdi for undersummer og oversummer, som er det
bestemte integral.
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Det bestemte integral

Definition af DBI I

Givet en kontinuert funktion f(x) ,hvor f(x)>0 (for alle x-veerdier i DM) kaldes
arealet mellem graf og x-akse begraenset af linjerne x =a og x=b for

j'f(x)dx

Sceetning om DBI

Givet en voksende'' kontinuert funktion f(x) ,hvor f(x)>0 (for alle x-vaerdier i DM).
Om arealfunktionen A(x) geelder, at 4'(x)=f(x) , hvor A angiver arealet af omradet
mellem graf og x-akse og lodrette linjer ved x-veerdierne a og variablen x.

Ef F en vilkarlig stamfunktion til f, er
b
J f(x)dx=F(b)-F(a) ,

F(b)-F(a) kaldes ogsa det bestemte integral (fra a til b)

Bevis

I det foregdende er vist, at der eksisterer et veldefi-
neret areal mellem graf og x-akse begraenset af linjer-
ne x=a og x=b .Derfor findes der en arealfunk-
tion A(x), der for ethvert x, hvor a <x, <b

.

beregner arealet mellem graf og x-akse begraenset af
linjerne x=a og x=x, .

N\

Funktionsforskriften for denne findes med 3-trins-
reglen.

P& tegningen til hojre er markeret 3 arealer: ]

5

1. arealet mellemaog x, ( A(x,) )[Blat]

2. arealetmellem x, og x,+7 ( AA )[Redt] a Lo b

b

3. hele arealet fraatilb ( 4 (b)zf f(x)dx ) [Skraveret]

a

11 Vibeviser seetningen under forudseetning af at funktionen er voksende, men det er ikke et nedvendigt
krav. Beviset kan forholdsvis let gennemferes uden denne betingelse.
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Beregning af A'(xo)

Trin 1: Beregning af Ay
Ay=AA er defineret som forskellen mellem to y-veerdier for arealfunktionen:
Ay=A(x,+h)—A(x,) ,hvor h som seedvanlig er den lille endring i x-veerdien

P4 den forrige side kan du se Ay som sterrelsen af det rede omrade; 4(x,) er sterrelsen
af det bla bla og A(x,+h) er storrelsen af bade det rede og det bla omrade.

/

Toxo+ h p a, xo xo+ h b

Vi har endnu ikke en teknik til at beregne Ay, men vi kan finde bade en overgraense og en
undergraense for arealets storrelse.

Det forudseettes stiltiende, at h > 0; er h <0 @endres argumentationen, men det endelige
resultat bliver det samme.

Pa figuren til venstre (hojre) ses klart, at det magentafarvede (brune) rektangels areal er
mindre (storre) end A y, idet bredden er & og hejden er f(x,) ( f(x,+h) ). Dafer
voksende, er hgjden den mindste (storste) funktionsveerdii[ x,x,+4 ].

Derfor geelder denne dobbeltulighed:

Areal(magenta omrade) <A y< Areal(brune omrade) <
flxg)h <dy< f(x0+h)-h

55



Differential- og integralregning (1)

Trin II: Beregning af sekantheeldning
Sekantheeldningen for arealfunktionen er

Ay _4y
Ax h

Derfor geelder:

P h_ay_f sy *h)h
h h h

(=4

flxo)=ZE < f (xo+h)
Trin III: Beregning af tangenthceldning

Tangenthaeldningen er greenseveerdien for sekanthaeldningen (nar / gar mod 0) — hvis den
findes.

Men i ovenstaende dobbeltulighed er f(x,) konstant og da fer kontinuert, neermer
f(x,+h) sig f(x,) forh gdende mod 0. Heraf folger, at
lim Ah—yzf(xo) for I gdende mod 0.

Derforer A'(x,)=f(x,) og da det geelder generelt for alle veerdier af x, , fas at
arealfunktionens afledte funktion er

A'(x)=f ()

Beregning af A(x)
Heraf folger, at arealfunktionen er én af stamfunktionerne til f. Lad F(x) veaere en vilkarlig
stamfunktion til f. Sa geelder, at
A(x)=F(x)+k
Da A(a)=0 fas
Ala)=0e F(a)+k=0o k=—F(a)
Hermed er arealfunktionens forskrift:
A(x)=F(x)-F(a)

Beregning af arealet fra a til b
For at finde netop det sggte areal mellem linjerne x=a og x=»b indsettes bi
arealfunktionen: 4(b)=F(b)—F (a) ,hvor det bemeerkes, at F er en vilkarlig stamfunk-

tion. Havde vi valgt en anden stamfunktion, ville begge led sendre sig lige meget og
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forskellen forblive den samme.

Som skrivemadde for dette udtryk benyttes integrationstegnet vist herunder med
greenserne tilfgjet. Udtrykket betegnes ”det bestemte integral af f(x) fra a til b” og beregner
her et areal.

[ 7(x)de=F (5)-F (a)

Definition af DBI II

Givet en kontinuert funktion f(x) , defineres det bestemte integral som

[ flx)as=F(b)~F(a) ,

hvor F er en vilkarlig stamfunktion.

Bemeerk, at tallet er uathaengigt af den valgte stamfunktion. Samt at selvom DBI stadig
kan beregne arealer, kan det nu benyttes ere generelt.

Elementeere seetninger

b c b
1. Indskudssetningen f f (x)dx=f f (x)dx+f f(x)dx (for en kontinuert funktion.)
b . a a c
2. ff(x)dxz—ff(x)dx
a b

(f (x) —g(x))dx

3. Arealet af omradet mellem to grafer, hvor f(x)>=g(x): 4=

Q) >

b
4. Heraf folger, at ligger grafen under x-aksen, er arealet 4 :—f fx)dx

Eks.opgaven 14a, stx B, maj 1991

En funktion f(x) er bestemt ved

S (x)=x(k=x)
hvor k er et positivt tal. Grafen fir f afgraenser sammen med koordinatsystemets forsteakse
en punktmeengde M, der har et areal.

a) Skitser for k =10 omradet M, og bestem arealet af M.

b) Bestem tallet k, nar det oplyses, at arealet af M er 100.
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Besvarelse 24]

Grafen tegnes

Grafen for f tegnes med GeoGebra.

Kommandoerne "k =10" og ”
f(x)=x(k—x) ” benyttes. 12

Arealberegning

For at finde det sogte areal findes

20

16

M = 166,67

skeeringspunkter mellem =(10,0)
0 /A=(0,0)
forsteaksen og grafen med : Y
skeeringsveerktojet. Punkterne er A
og B. Da grafen paneer i endepunkterne ligger over forsteaksen fas arealet som det
bestemte integral beregnet med GeoGebra:
x(B)
Areal (M )= f f(x)dx=167 .M er det brune omrade pa figuren.
x(4)
Bestem k
Ved losning af ligningen x(k—x)=0 f&s nemt lgsningerne 0 og k. Arealet kan s&
bestemmes som:
k
Areal(Mz):f x(k—x)dx=F (k)-F(0)
0
3 2
Funktionen F findes nemt som en stamfunktion til x(k—x) : F(x)= —3x + k2x (med
eller uden GeoGebra):
Dernaest findes k ved at lase ligningen herunder (hvortil GeoGebra evt. kunne veere
anvendt):
7 GeoGebra — [m] *
FRedViIndstil VeerViniHja Log ind...
Areal (M ,)=100 < - ;
Flk)-F(0)=100= =] = v % 0y
3 2 Y T i
i+ k- k _(0 _|_0): 100 Integral[x*(k-x)]
3 2 1 1,1,
k3 ———§x+§kx+c1
6 =100 = o | 6007(1/3)
3600 ~ 275
k=600 3 %2
~ 8.43
k =843 input
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Oversigt

Du skal nu kunne:
* integrere de almindelige funktioner, der er omtalt her
* benytte integrationsregler, herunder substitution med Leibniz teknik
* finde en bestemt stamfunktion med givne egenskaber (fx at P ligger pa grafen)
* finde arealer i koordinatsystemet
* volumen af omdrejningslegemer
* leengder af grafer
Desuden skal du veere fortrolig med begreberne
* en stamfunktion
* det ubestemte integral

* det bestemte integral
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Rolles saetning **

Hvis f er en kontinuert funktion i det lukkede interval [a, b] og f er differentiabel i det &bne
interval I=]a, b[ samt f(a)=f(b)=0 eksisterer der et tal c:

ce€l: f'(c)=0

Bemaerkning

Rolles seetning siger, at opfylder f de neevnte betingelser, findes der mindst én vandret
tangent. Tegningen herover er et eksempel p4, at der ikke bare er én veerdi for c, hvor f'(c)
=0, men hele 3.

Bevis

Beviset deles op i 3 forskellige beviser afheengig af funktionens art: konstant eller ikke
konstant og idet sidste tilfeelde med en opdeling aftheengig af, om stersteveerdien S>0.

12 Kravet om at funktionsverdierne i a og b skal veere 0 er ikke nedvendigt; seetningen kan ogsa bevises,

hvis de blot er ens.
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Antag f er konstant; dvs. f'(x)=0 .Heraf folger, at for alle veerdieriler f'(x)=0 .

Antag derncest, at f ikke er konstant: Sa findes der enten en storsteveerdi S > 0 eller en
mindsteveerdi m < 0. ©

Antag, at der findes en storsteveerdi, der antagesic. Dvs.at f(c)=S .Dafer
differentiabel i ¢, findes der en tangent i (c,S) med heeldningen f'(c)

Da alle sekanter, hvor det andet punkt ligger til venstre vil have en haeldningskoefficient
starre end eller lig med nul, vil

f'(c)=0

Tilsvarende vil alle sekanter, hvor det andet punkt ligger til hgjre have en
heeldningskoefficient mindre end eller lig med nul:

f'(e)=0
Derforer f'(c)=0

Hvis der i stedet findes en mindsteveerdi, fores beviset tilsvarende.

Ovelse 20
* Undersog de to eksempler herunder.

* Geelder Rolles seetning for eksemplerne?

Eksempel I
£ (x)=v(1=%%) , DM=[-1,1]

Eksempel II

£(x)=_ , DM=]0,N], hvor N er et vilkérligt stort positivt tal.
X

13 Den sidste pastand ber ogsa bevises, hvilket dog ferer for vidt her. Interesserede kan undersoge
seetninger om kontinuerte funktioner: I et lukket interval som her vil de bade veere begreensede og antage
storsteveerdien og mindstevaerdien.
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Middelveerdiseetningen

Huvis f er en kontinuert funktion i det lukkede interval [a, b] og f er differentiabel i det abne
interval I =]a, b[ eksisterer der et tal c:

cel:f'(c)=—f(blz:£(a)

Bemeerkning

Seetningen siger, at der findes mindst en tangent med samme haeldning som sekanten
mellem endepunkterne.

_/S(b)-f(a)
Lad k—T

sekant

Bevis

Definer funktionen g i intervallet [a, b] som:
g(x)=f(x)=k(x—a)-f(a)
Dabade fog k-(x—a)—f(a) er differentiable | ¢

funktioner i det abne interval og definerede i | . /b/

det lukkede interval fra a til b, geelder det !

tangent

samme for g.
gla)=fla)—k-(a—a)-fla)=0 og
g(b)=r1(b)=k(b—a)-f(a)=f(b)-f(a)=k (b—a)=f(b)—f(a)=(f (b)-f(a))=0

Derfor geelder Rolles seetning og vi far at der eksisterer et ¢, sa:

g'(c)zO@f’(c)—kzO@f’(c):k@f’(c):w , som indses ved

» at differentiere funktionen g
* lose ligningen mht. f'(x) samt
* indseette definitionen af k.

Hermed er middelveerdisaetningen bevist.
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Definition af In(x)

ln(x):j%dt ,DM=]0;00[

1

Heraf folger umiddelbart

Scetning In'(x) = 1/x

ln’(x)=%

Lad F veere en vilkarlig stamfunktion til 1/t. Sa geelder, at
In '(x)z(f % dt
1

Heraf folger:
1. Da1/x >0 ses, at In(x) er en voksende funktion i hele definitionsmeengden
2. Da In er differentiabel, er In ogsa kontinuert

~(F(x)=F (1) =(F () =(F (1) =F ()0

Hjcelpesetning

a 1 _abl
J;? dl‘—_{; dt
Bevis

Vi beregner en undersum for hvert af de to bestemte integraler:

N \\

Tox1lx1 T2 T3=a 1 b .I'lb I’Qb ab

For begge undersummer benyttes samme veerdi af n (antallet af rektangler, og det ses, at

bredderne er hhv.
a—1 ab—b a-1 . . . .
b,= — 08 b,= = b- " ved en ligedeling af det samlede interval, og at det

er i overensstemmelse med delepunkterne til hojre, idet
a—1

xb=x,_,b=b(x—x,_,)=b - n

For hgjderne af tilsvarende rektangler ses, at til venstre er hgjden f (xl.)le , til hajre er

i

64



Differential- og integralregning (1)

hojden £ (x, -b)le—‘b

Da rektanglet til hojre er b gange bredere, men ogsa har en hejde, der er b gange mindre
end det tilsvarende til venstre, har rektanglerne samme areal, og undersummerne med
samme veerdi af 7 er lige store.

Det medforer at greenseveerdien for n gadende mod uendelig er den samme for begge

undersummer, men det betyder at de to integraler er lige store..

Hovedsaetning
In(ab)=In(a)+In(b)

Bevis

ab

In(ab)=[ +di=

t Ifelge definitionen af In(x)

a ab

1 1
.lr 7dt+£ Ydt: Ifelge indskudssaetningen
a b
[+ = Ifolge hjeelpesaetni
x X olge hjelpesaetningen
In(a)+In(b)

Ifelge definitionen af In(x)

Andre logaritmescetninger
1. ln(%)zln(a)—ln(b) a,b>0

2. Inla’)=b In(a) a>0

Dvelse 21
* Bevis ovenstaende seetning 1

* Bevis seetning 2, nér b er et naturligt tal. (Men saetningen er rigtig for alle reelle
tal.)

Definition af e
Tallet e er losningen til ligningen In(x) = 1.

Bemeerk, at e er veldefineret, da In er en voksende funktion med VM(In)= IR .Daeer
transcendent ligesom 7, er det ikke muligt (helt nejagtigt) at skrive det som et decimaltal,
men afrundet geelder: e = 2,71828

14 https://en.wikipedia.org/wiki/Transcendental_number
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Sceetning

In har en omvendt funktion In~' , der er kontinuert og voksende.

X

ln_l(x)ze

Bevis

Forste del af seetningen folger umiddelbart af,
at In er kontinuert og voksende.

Pa tegningen ses grafen for In (gren) og det
rade spejlbillede i linjen y = x, som er grafen
for In' .

2 3 45 6 7 8 9

1117] (x): ex<:> ,,/’ -2
(1" (x))= (") P
x=xIn(e)e o 4l fx) = In(z)
x=x -1

Ved omskrivningerne benyttes 1) at In er en voksende funktion, 2) logaritmereglen for
potenser og definitionen af e. Da den sidste ligning er indlysende rigtig, geelder det ogsa
den forste.

Vi kan nu definere e¢* enten som den omvendte funktion til In eller som en eksponentiel
funktion med begyndelsesveerdi b=1 og veekstfaktor a=e (som defineret v.hj.a. funktionen
In.

Definition

e"=In""(x)

Den afledte funktion
Den sammensatte funktion /(x)=In(e")=x har den afledte funktion h'(x)=1
Findes (e*)’ ved implicit differentiation fas:

(In(e")'=(x)"e

1

—(e')'=1e
e
() =e'
Hermed ses, at den afledte funktion af eksponentialfunktionen er:
(e)=e"

Endvidere ses, at
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1. grafenfor e* gar gennem (0,1) og

2. attangenten i dette punkt har heeldningkoefficienten 1
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