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Ligedannede trekanter

» Hyvis to trekanter er ensvinklede, har de proportionale sider (dvs. alle siderne i den
ene er forsterrelser af siderne i den anden med samme faktor k.)

* Og omvendt! Har de den ene egenskab, har de begge egenskaber. Og kaldes
ligedannede.

C
b ¢
.« f=4_°2_¢
a' b’ ¢’

(hvor sider med samme bogstav antages at svare til hinanden, dvs. de ligger overfor
lige store vinkler)

e a=k-a'b=k b'c=k ¢’ s
. hyp
Den retvinklede trekant ‘
2
* Pythagoras' seetning: c¢’=a’+b> eller hyp’=k, +k,
* Betegnelser: Modstaende katete (mk), hosliggende ka- . ” .
tete (hk) og v er storrelsen af den aktuelle spidse vinkel. 1
Findmk hk hyp v
mk=hyp-sin(v) hyp = _Mk v=cos” ik
sin(v) hyp
) . mk
hk=hyp-cos(v) | hyp = Mk~ sin™ (m_] hyp
cos(v) hyp mk
mk = hk - tan(v)| hk = mk v=tan" (m_kj u .
tan(v) hk hk




En vilkdrlig trekant

* Seetning om vinkelsummen i en trekant C

/A+ /B + ZC=180° b a
. 1. ing: T=Y%.0.h

1. arealseatning Var g A B
* 2. arealseetning: T =Y%-bc-sin(A) C

* dvs. det halve produkt af to sider og den
mellemliggende vinkel

3. Herons formel: 7= [s(s—a)(s—b)(s—c)

hvor s er trekantens halve omkreds, dvs. s=Y%-(a+b+c)
* Sinusrelationerne
. a b __ ¢ tilberegning af sider

sin(4) sin(B) sin(C)

. sin(4) _sin(B) _sin(C) il beregning af vinkler
a b c

* Ved losning af ligningen omskrives til fx /A =sin" (—sm(f) : aj

* Lommeregneren vil som lesning foreslad en vinkel i intervallet ]0 ; 90]; den rigtige
losning kan veere supplementvinklen eller begge. Kontroller: Vinkelsummen i
trekanten og reglen om, at overfor den mindste vinkel ligger den mindste side. Om
muligt: Benyt cosinusrelationerne.

o Cosinusrelationerne

. ¢’ =a’+b*~2ab-cos(C) eller €= \/a2 +b" =2ab-cos(C) beregning af sider

* Bemeerk, at siden pa venstre side, svarer til vinklen pa hejre side.

a’+b*=¢*

. /C=cos™
2ab

J til beregning af vinkler



Tal
Naturlige tal 1,2,3, ...
Hele tal e, -2,-1,0,+1, 42, +3. ...

Alle broker hvor teeller og naevner begge er hele tal

B w N
~ 0 N Z

Reelle tal som bl.a. omfatter redder og 7 og e og mange andre transcendente
tal

5. C Komplekse tal

Bemeerk, at N er en delmeengde af Z, som er en delmeaengde af Q, som er en delmaengde af
R, som er en delmeaengde af C.

Q, R og Cer alle legemer, fordi de opfylder de nedenstadende betingelser.

Legemer

For et legeme geelder, at der er givet en maengde (fx R) og to operatorer (der ofte skrives
som + og e). Operatoren virker som en funktion: +(3,5) = 8 svarende til den almindelige
skrivemade: 3+5=8. Bemeerk, at nar 3 og 5 tilhorer legemet R er resultatet (funktionsveerdi-
en) ogsa et reelt tal.

For legemer geelder nedenstaende regler. a, b, ¢ er vilkarlige elementer i legemet.

1. a+b=b+a Den kommutative lov for addition

2. (a+b)+c=a+(b+c) Den associative lov for addition

3. 0 Der findes et nulelement, dvs. a +0 =a

4. -a For alle elementer a i legemet findes der et modsat

element (-a), saledes ata + (-a) =0

5. a-b=b-a Den kommutative lov for multiplikation
6. (a-b)-c=a-(b-c) Den associative lov for multiplikation
7. 1 Der findes et et-element 1#0 ,sa a -1=a
8. a! For alle elementer a (med undtagelse af nulelementet)
findes der et modsat element mht. multiplikation.' Dvs.
a-a'=1
9. a-(b+c)=a -b+a-c Den distributive lov

1 Nogle bruger betegnelserne multiplikativ og additiv invers.
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Diverse algebra regler
« Minusparenteser a—(b+c—d)=a—b—c+d
« Gange parentes med parentes (a+b)(c+d—e)=ac+ad —ae+bc+bd —be

« Kvadratet pa en toleddet storrelse (a+b)*=a’+b’+2ab og
(a—bV=a’+b"-2ab

« To tals sum gange de samme tals differens (a+b5b)(a—b)=a’—b’

+ Brok gange tal %c = %
« Brok gange brok % ~§:Z_c
« Forl a_4ac
orleenge brok b .
. TForkorte en brok < =%-¢
b c
o Dele med brok a:é =q - £=24¢
c b b
« Delebrok med tal & :c=%4S=_9
b c
« Dele en flerleddet storrelse thc _a +é—£
q 9 49 4



Den linecere funktion

Kendetegn
Navnet ”Den linesere funktion”

At grafen er en ret linje nar den tegnes i et seedvanligt retvinklet
koordinatsystem

Forskriften er af typen: f(x)=ax +b eller: y=ax+b

Hvis endringen i funktionsveerdien (= y-veerdien) er den samme, hver gang x
vokser med 1 (eller 2 eller 3 ...)

Tallene a og b kaldes parametre. For en bestemt funktion er det nogle bestemte tal.
b =begyndelsesveerdi = f(0)
a = haeldningskoefficient = @endringen, nar x vokser med én.

Nar du skal forklare, hvad parametrene betyder i en bestemt opgave, er det ikke
nok at skrive "begyndelsesveerdi" eller "haeldningskoefficient". Forklaringen skal
beskrive formue, temperatur, tryk, befolkningstal — eller hvad opgaven handler
om.

Beregning af parametre

q=22"N
X, =X
b=y —ax eller b=y, -ax,

Noter, hvorledes du finder parametre med GeoGebra. Bemeerk, at kender du flere
end 2 punkter, skal du benytte linezer regression.

Det er ofte klogt at lave en tabel med punkter, grafen gar igennem. Preaeciser, hvad
der er x; osv. Og kontroller, hvad opgaven kalder x og v.

Ligningen f(x) =k har lesningen: x = (k — b)/a

Sammenhangen mellem x- og y-veerdier

0 1 2

b b+a (b+a)+a

Ligefrem proportionalitet er en linecer funktion, hvor b =0




Den eksponentielle funktion

Kendetegn

* Navnet "Den eksponentielle funktion”

At grafen er en ret linje, nar den tegnes i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem
* Forskriften er af typen:  f(x)=ba"

* Hvis eendringen i funktionsveerdien (= y-veerdien) er den samme procent af y-
veerdien, hver gang x vokser med 1 (eller 2 eller 3 ...)

* Hvis neaeste funktionsveerdi (for en x-veerdi der er 1 (én) storre end den
nuverende) fas ved at gange med den samme vaekstfaktor: a eller 1+r

Tallene a og b kaldes parametre. For en bestemt funktion er det nogle bestemte tal.
* b=Dbegyndelsesveerdi = f(0)
* a = vaekstfaktor

* 1>1 medferer, at f er en voksende funktion

* 0<a<1medforer, at f er en aftagende funktion

*b>0

* fl)>0

Beregning af parametre

) a= <F 0g b= L
y1 a

* Noter, hvorledes du finder parametre med GeoGebra.

Fordoblingskonstant (for voksende funktioner)

. T, = log(2) (eller ved afleesning: x, — x1)
log(a)
* Halveringskonstant (for aftagende funktioner)
. " = log(1/2) (eller ved afleesning: x, — x;)
log(a)
* Losning af ligningen f(x) =k har lgsningen:
* lo (kj
b
x=—-2
log(a)
¢ Sammenhaengen mellem x- og y-vaerdier
x 0 1 2
flx) b b-a (b-a)-a




Rentesregning
* Variable

» Startkapital = K,

e Slutkapital = K, -

* Rentesatsen pr. termin =r
* Antallet af terminer = n

Kn = KO .(1_,_,,)”

K

L n

° T Aty




Potensfunktionen
* Kendetegn
* Navnet “"Potensfunktionen”
At grafen er en ret linje nar den tegnes i et dobbeltlogaritmisk koordinatsystem
» Forskriften: f(x)=5b-x"

» Hvis en bestemt procentvis eendring af den ene variabel altid medferer en bestemt
procentvis eendring af den anden variabel

* Tallene a og b kaldes parametre. For en bestemt funktion er det nogle bestemte tal.
* b=Dbegyndelsesveerdi = f(1) Bemeerk: anderledes! DM =R,
* g afger funktionens veekst:
* a>0 medferer, at f er en voksende funktion
* 1 <0 medferer, at f er en aftagende funktion

* Beregning af parametre
. _ yl
a =
log {xzj
X

« p N

a

X

* Noter, hvorledes du finder parametre med GeoGebra. Skl du finde parameteren a
uden hjaelpemidler, skal du skrive brgkerne som potenser af primfaktorer og
benytte logaritmereglen for en potens. Sa vil du normalt kunne finde svaret ved en
enkel forkortning.

* Losning af ligningen f(x) = k har lesningen:

x:a_
b

* Vaekstfaktorer eller ssmmenheeng mellem vaekst
 Antag: x vokser med faktoren k
* Hvis x vokser med p %, er k=1+p %
* y vokser sa med faktoren k*

* Det svarer til, at y vokser med (£ —1)-100%



Statistik

En observation er resultatet eller svaret pa en undersogelse — ofte et tal. Symbolsk skrives
det ofte x;, hvor i star for et eller andet nummer 1, 2, 3 ... og x; sa er veerdien af den i'te
observation.

Et observationssat er alle de samhorende tal: {x;; x,; x5 ... x,,}

Observationssattets storrelse (1) er antallet af observationer; ofte gives de enkelte
observationer numre fra 1 til # som ovenfor.

Observationerne kan antage en raekke mulige veerdier; for hver af disse kan vi opgore,
hvor mange af vore observationer, der er lig med denne verdi. Dette er hyppigheden (af
denne veerdi.)

Hyppigheden (h) omregnes ofte til en frekvens (f) saledes:
h
r=

n
Det normale er at angive breken som decimalbrek med 2 eller 3 cifre efter kommaet.

Frekvensen kan ogsa angives i procent:
r="100 9
n

Middeltallet

(x1+x2+...+xn)_z X,
n n

Xx=

Typetallet er den hyppigste observation

Medianen er den midterste observation, nar observationerne er ordnet efter storrelse. Er
der to i midten (nér n er lige), benyttes middeltallet af disse to.

Nedre kvartil findes som medianen men kun i den forste halvdel af observationerne
(sorteret i voksende raekkefolge.) Ved ulige antal ses der bort fra midterste observation.

Ovre kvartil findes pa tilsvarende made blandt de storste observationer.

Kvartilsaettet er meengden bestdende af nedre kvartil (= 1. kvartil), median (= 2. kvartil) og
gvre kvartil (=3. kvartil).

For grupperede observationer findes der tilsvarende intervalhyppigheder,
intervalfrekvenser og typeinterval.
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Diagrammer

Histogrammer

har ofte — som her — intervaller med samme
bredde. Sejlehgjden viser sa
intervalhyppighed eller -frekvens. Er
intervallerne af forskellig storrelse, viser
sgjlens areal intervalhyppigheden (eller
-frekvensen.)
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hvor median, kvartilseet og fraktiler kan
afleeses

Pilen fra 50 pa y-aksen viser at 2. kvartil
(=medianen) er ca. 54 og den anden pil
viser, at 80 procents fraktilen er ca 71.
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Pa x-aksen kan afleeses, at observationerne har mindsteveerdi (her 2), kvartilseet (her

{7,10,14}) og stersteveerdi (her 18) markeret.
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2
X" - Test
Population Mangde af elementer (der undersoges indirekte)

Stikpreve  En delmeengde af populationen (der anvendes til at skaffe viden om
populationen)

Hypotese  Péastand om populationen (der skal veere sa preecis, at der kan beregnes
sandsynligheder for forskellige udfald af stikprover)

2 —F.)
X X*=) % er en stokastisk variabel der méaler afstanden mellem det
forventede udfald og det observerede udfald (givet hypotesen)
Forkast hypotesen hvis udfaldet er usandsynligt (givet hypotesen).

Signifikansniveau er en valgt greense for, hvornar noget er usandsynligt. Almindeligvis
anvendes 5 % (eller 1 %)

p-verdi er sandsynligheden for at fa det observerede resultat eller et endnu mere
ekstremt resultat

frihedsgrader antal observationer, der skal kendes, for resten kan bestemmes (medd
givne randbetingelser)

Taethedsfunktioner med hhv. 1, 2, 3og 6 frihedsgrader

12 12|
11| f 11

1 1
0.9 09/
08 08|
07 07|
06 06|

05 05
0.4 04|
03 03 f
02 02|
01 01|

0 0|

o4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 o1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 127

5}

1 frihedsgrad 2 frihedgrader

0.32 0.32]
0.28 028:
0.24 024:
0.2 0,2:

0.16 0.16 |

0.12 0.12]
0.08 008/
0.04 0.04]
o 0 N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
004! f 004! f

3 frihedsgrader 6 frihedsgrader

=)

Teethedsfunktionen kan sammenlignes med histogrammet, hvor arealet mellem graf og
akse over et givet interval svarer til sandsynligheden for udfald i dette interval.
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0.18

0.16 0.12
0.14 01
0.12 0.08

o1 0.06
0.08 0.04

p-veerdi = 0.05

0.06 p-veerdi = 0.12

0.04 0 - _ . . . . . . - - - -
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12413 14
o.oz 002 f o _ . B )
5 ] 3 3 " 5 6 7 5 5 10 T 27| 004 Valgt signifikansniveau: 5 % kritisk vaerdi
-0.02f f
2
P(3<X°<5)=P=0,27
Hvis observationerne medferer, at
2 .
X°=10 , beregnes p-veerdien som:
. 2
p—veerdi=P(10<X*)=0,12
Kritisk veerdi er teststorrelsen, hvor man begynder at forkaste hypotesen
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